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Cuando publicamos el anterior nimero de Entorno Abierto (septiembre de 2020), la situacion ya no invitaba mucho
al optimismo. Sin embargo, como profesores el volver al aula nos daba un extra de energia a pesar de la incertidum-
bre. Pero en estos dos meses la evolucion de los hechos ha consumido esa energia y el desanimo ha hecho presencia
en varios momentos. Obviamente, la pandemia y las medidas para atajarla nos afecta como ciudadanos, pero, ademas,
el desarrollo de nuestro trabajo esta minando nuestras fuerzas (la semipresencialidad que nos hace duplicar las clases,
alumnos aislados que debemos atender, papeleo extra...). Claro, hay sectores cuya carga de trabajo y de responsabi-
lidad es mayor que la nuestra. Los sanitarios estan al borde del colapso.

Parece que este desanimo afecta también a nuestro boletin pues, como podéis comprobar, estamos en horas bajas
con lo que respecta a las aportaciones. Una vez mas os animamos a compartir vuestras experiencias de aula.

Por parte de la SAPM hemos empezado a pensar como retomar nuestras actividades habituales. Podemos anunciar
que en este curso habra JEMA y olimpiadas de 2.° de ESO (y 1.°) y 6.° de Primaria. De todo esto informaremos en
los correspondientes sites y en el blog, a los que se puede acceder desde nuestra web <http://sapm.es/>. No vayais
ya a mirar la informacion pues atin no hay nada. Con respecto a la JEMA, mantenemos la estructura de viernes por
la tarde y sabado por la mafana, y sera online, claro. Las fechas probables son 12 y 13 de marzo. También las fases
iniciales de las olimpiadas seran a distancia, pero estamos estudiando la posibilidad de hacer una final presencial
aunque sea reducida en numero de participantes. Nos gustaria, asi mismo, organizar la olimpiada de 4.°-3.° de ESO,
pero antes necesitamos encontrar una persona que se haga responsable de la coordinacion. Tanto de la JEMA como
de las olimpiadas difundiremos por los canales habituales las noticias que se vayan produciendo.

También estamos pensando en convocar el concurso de microrrelatos y el de Tangram vy, ;quién sabe?, quizis haya
noticias del museo.

Aprovechamos para recordar la iniciativa que ha puesto en marcha la FESPM durante este curso. Se trata de Problemas
y + problemas; la organiza la secretaria de alumnos y cada dos meses aparecen nuevos problemas, por lo que esta
apunto de publicarse una nueva tanda. Toda la informacion en este enlace.

Y mds movimiento desde entornos mas o menos préximos a nosotros. Este curso el mes de las matematicas tiene
mas apoyo econodmico y se van a realizar muchas actividades. Ya mismo estan lanzando un concurso de fotografia
como podéis ver en <http://marzomates.webs.ull.es/concurso-de-fotografia/>.

Para acabar, jimportante! El 30 de noviembre se celebra los 300 afios del nacimiento de Andresa Casamayor. El
[UMA ha organizado durante toda la semana varias actividades: Andresa Casamayor.

DANIEL SIERRA Ruiz
Presidente de la SAPM
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:Se pueden expresar sentimientos
mediante las Matematicas?

por
ESTHER GARCIA GIMENEZ
(IES Tiempos Modernos)

Se presentan dos ejemplos de poesias publicadas en diferentes editoriales.
La siguiente poesia esta publicada en el libro Brunch de Los Libros de la Imperdible y en Suefios Enredados de La

Fragua del Trovador.

. Humo denso
Sueros enredados denso y animal
como la distancia que nos separaba
hasta que comprendi
la geometria hiperbdlica
de tu corazén

A mi padre

Este poema esta publicado en la Antologia de Poesia Vigoven de Versatiles Editorial y en el libro Pulsaciones de La
Fragua del Trovador.

Divergente
No quiero un amor convergente
ANTOLOGIA d . s
DE POESIA e sucesiones geométricas,
VIEJOVEN cuyo radio menor que la unidad
e = haga que la suma finita me asfixie.
casling de poetas sin foto
Deseo un amor esférico
e de puntos contrapuestos,
F que unidos por su circulo maximo
haga imposible trazar un paralelo.

No me conformo con fractales de vida,
belleza extrema
’d que habita el campo real
e I a lo sumo complejo.

Elijo vivir topologia impropia de ideales
donde el vacio y el total
son al mismo tiempo
cerrados y abiertos.
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ANA IsABEL BLASCO NuNoO, CARMEN SOGUERO PAMPLONA Y RICARDO ALONSO LIARTE

(CEIP RicarDO MALLEN, CALAMOCHA; UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA, TERUEL;
|[ES SALVADOR VICTORIA, MONREAL DEL CAMPO)

Hoy en dia, consideramos una habilidad importante para nuestro desarrollo como ciudadanos la capacidad de
lectura e interpretacion de datos, dada la frecuencia con que aparecen en los medios de comunicacion. Este do-
minio, que nos ayudarad a desarrollar el razonamiento critico ante la informacion que nos llega cuando seamos
adultos, puede y debe arrancar su desarrollo en las primeras etapas escolares.

Ademas, trabajar con la estadistica en cualquier etapa educativa nos permitira mejorar la capacidad de comu-
nicacion de nuestros alumnos, asi como avanzar en el campo de la resolucion de problemas. También proporciona
un buen entorno para introducir metodologias innovadoras como el trabajo cooperativo. Y constituye un claro
ejemplo en el que las TIC son de gran utilidad, incluso imprescindibles (Batanero y Godino, 2004).

Ya en el afio 2000, los Principeos y estindares para la matemdtica escolar, publicados por el National Council of Tea-
chers of Mathematics planteaban que en el curriculo de las primeras etapas de la ensefianza (Infantil y Primer
Ciclo de Primaria), deberian incluirse experiencias con analisis de datos (Alsina y Vasquez, 2017). Las actividades
de clasificacion, comparacion y conteo, organizando los datos resultantes y llevando a cabo una representacion
en graficos y dibujos, pueden llevar al alumnado a su iniciacién en la comprension y analisis de los datos.

Aunque en la Orden de 28 de marzo de 2008, del Departamento de Educacion, Cultura y Deporte, por la que se aprueba el cu-
rriculo de la Educacion infantil y se autoriza su aplicacion en los centros docentes de la Comunidad Auténoma de Aragén no hay una
mencion explicita a los contenidos de estadistica, si que aparece el analisis, manejo y representacion de los datos
en diferentes puntos del documento.

Por ejemplo, en el articulo 7, Objetivos generales de la Educacion Infantil, se senala que esta etapa debe contribuir a
que se desarrolle, entre otras, la capacidad de «observar y explorar su entorno familiar, natural y social», lo que
nos lleva a la necesidad de aprender a recoger y procesar datos del entorno. También alude a la iniciacion en el
uso de las TIC y de las habilidades l6gico-matematicas. Los tres aspectos deben ir de la mano.

En el mismo articulo, se hace hincapié en que los procesos de ensefianza y aprendizaje de la etapa deben ayudar
al alumnado a desarrollar, entre otras habilidades, la de «observar y explorar su entorno inmediato y algunos ele-
mentos que lo configuran para, con la ayuda de las personas adultas, ir elaborando la percepciéon de ese entorno
atribuyéndole significados e ir desenvolviéndose progresivamente en ¢l con eficacia». Entendemos que los aspectos
basicos de estadistica que se pueden trabajar en estas edades contribuyen de forma notable a completar la percep-
ci6n y comprension del mundo que rodea al alumno. En esta linea, vemos que en el articulo 9 de la citada ley, en
el que se definen las areas de conocimiento de la etapa, se senala que en los dos ciclos de que consta «se atendera
progresivamente al descubrimiento del entorno inmediato».

Por altimo, si revisamos los Principios metodoldgicos generales, desarrollados en el articulo 10, veremos que se incide
especialmente en el papel activo del alumnado como factor decisivo en los aprendizajes, proponiendo concreta-
mente que «en su proceso de aprendizaje el alumno debe desarrollar habilidades para obtener informacion y para
transformarla en conocimiento propio...]». El trabajo con datos puede suponer una iniciacién al manejo y analisis
de informacion objetiva y rigurosa. También se indica que «se potenciara la utilizacion de materiales diversos para
favorecer el descubrimiento y permitir la observacion, la simbolizacion y la representacion», lo que nos lleva a re-
conocer la creaciéon de graficos estadisticos sencillos como una herramienta util en este sentido.

Por todo ello, proponemos a continuacién una coleccion de actividades que trabajan con la informacién en la
recogida, representacion y analisis de datos iniciando al alumnado en los aspectos mas basicos de la estadistica,
que tan utiles le seran en el futuro.
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Clasifica las figuras

Esta es una sencilla actividad de clasificacion de objetos por dos criterios diferentes: la forma y el color. Los ele-
mentos de la misma clase se van colocando uno sobre otro en una columna vertical, de modo que al terminar ob-
tenemos dos graficos de barras que reflejan la frecuencia con que han aparecido los distintos elementos, teniendo
en cuenta los dos criterios de forma y color. Es muy interesante que constaten que, con el mismo conjunto de ele-
mentos, al cambiar el criterio de clasificacion, obtenemos una distribucién muy diferente.

Con esta actividad, ademas de los graficos de barras de un conjunto de datos, se trabajan las clasificaciones y las
figuras geométricas basicas. Las formas empleadas son parte de las que se utilizan en los juegos de bloques logicos.

Clasifica las figuras

Autor: MatemaTICinfantil
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Columnas de animales 1 y Il

Estas dos actividades utilizan un material similar y ambas plantean la elaboracion de un grafico de barras cons-
truido con imagenes de animales, a partir de una frecuencia que se da de forma numérica. Sin embargo, el desa-
rrollo de las dos actividades es diferente. En la primera se deben apilar tantos dibujos de cada animal como indica
la tabla de frecuencias que aparece junto a ellos. Para ello, solo tienen que arrastrarlos. Por tanto, van sumando ani-
males a las columnas hasta que llegan al namero prefijado. En la segunda aplicacion, al comenzar a trabajar las
columnas de la grafica estan completas y en el eje horizontal aparece la frecuencia de cada animal, es decir, el na-
mero de veces que deberia aparecer en la columna. La actividad consiste en que el alumnado vaya retirando los
que sobran, dejandolos en la caja de la derecha. Al colocarlos ahi permiten el trabajo de recuento posterior e
incluso aprovechar la actividad para trabajar complementarios. Asi pues, en una actividad se obtiene la grafica
por adicién y en la otra por sustraccion.
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https://www.geogebra.org/m/vy9pZtN5
https://www.geogebra.org/m/n36eZZgH
https://www.geogebra.org/m/z6FJTn7E
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Como se puede ver, con estas actividades se trabajan las frecuencias y la construccion de graficos de barras a
partir de ellas, aunque no la recogida de datos ya que estos aparecen prefijados.

Frutas preferidas

En esta ocasion se propone realizar un estudio estadistico mas completo: desde la encuesta, pasando por la recogida
de datos para terminar en su representacion grafica. Cada nino indica cual es la fruta que mas le gusta entre las
que aparecen en la actividad y se va realizando un recuento por medio de palitos en la tabla con la herramienta
lapiz. Una vez que todos los nifios han manifestado sus gustos, se realiza el recuento y se anota cada niimero, con
el teclado, en las cajas correspondientes. De este modo se pone en practica la técnica de recuento de sustitucion
de un conjunto por otro del mismo cardinal.El grafico de barras lo construye la propia aplicacién: al mover el des-
lizador VER, aparecen a la derecha dos graficos de barras, uno de los cuales representa la informacién que se ha in-
troducido y el otro no. La labor del alumnado sera discutir en la clase cual de los dos es el correcto. Con ello, se
persigue animar al uso de vocabulario adecuado para interpretar los graficos, asi como fomentar el analisis de la
representacion de los datos y su relacion con las frecuencias.
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{Como viajamos?

Con esta actividad se trabajan la construccion de la tabla de frecuencias y la representacion de graficos de barras 'y
sectores. En esta ocasion la situacion esta contextualizada: los motivos usados son los medios de transporte, lo que
facilita el uso interdisciplinar del material. La aplicacion ofrece cierto nimero de barcos, coches, trenes y aviones
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https://www.geogebra.org/m/hgRNVfUu
https://www.geogebra.org/m/bKCgzNVP
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que los alumnos deben colocar apilados formando las barras del grafico, hasta agotarlos. Posteriormente, haran un
recuento de los diferentes tipos de dibujos y rellenaran la tabla de frecuencias con la herramienta lapiz. En este
punto, si se desea también trabajar con el grafico de sectores, desplazando el deslizador aparecera éste ya construido.
La tarea de los nifios sera asignar a cada medio de transporte el sector que corresponda comparando el tamano del
mismo (area) con la frecuencia del medio. Para sefialarlo, arrastraran el dibujo del medio al interior del sector.

En este enlace se puede ver un video de uso de esta aplicacion en el aula con la pizarra digital interactiva.

Graficas y clasificaciones

De nuevo una actividad sobre clasificaciéon de figuras geométricas, asociadas a los bloques logicos, por un doble
criterio: forma y color. Pero en esta propuesta se trabajan los diagramas de barras, tanto en horizontal como en
vertical, asi como el grafico de sectores.

S1 se elige la opcion FORMAS, la actividad presenta, en la parte inferior, una colecciéon de triangulos, cuadrados
y circulos de colores rojo, verde, azul y amarillo. Cada vez que se presione el botén OTRO, cambiara el nimero y
la posicion de estas figuras. En la parte izquierda aparece una tabla para disponer, de manera horizontal, las
figuras, y asi facilitar el recuento de las mismas. En el grafico de la derecha se podra construir el diagrama de
barras, arrastrando en vertical los tres puntos negros con formas de circulo, cuadrado y triangulo, hasta alcanzar
el valor correspondiente. Previo a ello, tendran que numerar con el 1apiz el eje vertical.

En el caso de elegir la opcidon COLORES, se presentan de nuevo abajo las figuras geométricas que habra que cla-
sificar segtin su color en el grafico de la izquierda. En la parte de la derecha aparece un grafico con tantos sectores
como figuras. Pinchando en la mancha de color de la izquierda, se pueden ir rellenando de dicho color los sectores
que sean necesarios, simplemente con pinchar sobre ellos. De esta manera se puede elaborar el grafico circular de
una manera sencilla.

Esta actividad, pues, trabaja clasificacion de elementos por dos criterios, el recuento de datos, y la elaboracion
de diagramas de barras, ademas de introducir al alumnado en los diagramas de sectores, mas complejos.
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Pompones de colores

Desde MatemaTICinfantil consideramos que es muy importante el trabajo con material manipulativo en el aula.
Facilita la comprension de los procesos, ya que implica mas al alumnado presentando objetos de su entorno in-
mediato, y ralentiza las acciones dando tiempo para la reflexion.

La actividad Pompones de colores esta pensada para combinar el trabajo manipulativo con el empleo de herra-
mientas TTIC. No obstante, si no se dispone del material real necesario, la aplicacion se puede usar para desarrollar
la actividad completa.
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https://www.youtube.com/watch?v=2uQjM28dppI&feature=emb_logo
https://www.geogebra.org/m/ech96pqc
https://www.geogebra.org/m/v3jxqyfw
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La propuesta combinada de material manipulativo y TIC propone que el docente presente al alumnado un
bote transparente con cierto nimero de pompones de colores. Segun el nivel del alumnado con el que trabajemos,
podemos elegir utilizar 1, 2, 3 o 4 colores. El niimero de pompones de cada color puede variar entre 1 y 6. A la
vista del frasco, los nifios deben estimar el nimero de pompones de cada color que contiene. Esta estimacion la
reflejaran en la primera grafica de barras que aparece a la izquierda de la aplicacion, estirando hacia arriba del
punto de cada color, tan alto como consideren segin su estimacion. Posteriormente se procedera al recuento de
los pompones y su anotacién mediante palitos en la tabla central, haciendo uso de la técnica de recuento de un
conjunto del mismo cardinal que el original. Por tltimo se realizara un nuevo grafico de barras a la derecha, esta
vez con los datos reales, que daré lugar a una discusion conjunta sobre lo acertada que era la estimacion inicial.

En el caso de que no se disponga del frasco con pompones, activando la casilla POMPONES VIRTUALES la aplicacion
los proporciona con niimero y disposicion aleatorias. La estimacion y el recuento se realizaran sobre estas repre-
sentaciones de los pompones.

Los contenidos que trabaja incluyen la clasificacion de elementos por un criterio (colores), el recuento de datos,
la elaboracién de diagramas de barras y la estimacion previa de los resultados.
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Bloques logicos

En esta actividad tenemos un cuadro de doble entrada en el que se podran clasificar las figuras atendiendo a dos
de sus cualidades: la forma y el color. En la parte inferior del mismo, apareceran una cantidad variable de figuras
asociadas a los bloques l6gicos, que difieren en dichas cualidades. El alumnado debera de colocar en el cuadro,
arrastrandolas a su casilla correspondiente, cada una de las figuras basandose en estas dos cualidades.
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https://www.geogebra.org/m/y935j9re
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Cuando ya estén todas en su sitio se llevara a cabo el recuento del nimero de figuras total que hay de cada
color en los recuadros situados en la parte derecha del cuadro de doble entrada, y en la parte inferior el nimero
de circulos, cuadrados, rectangulos y triangulos que hay en su totalidad. Para ello utilizaremos el lapiz de la apli-
cacion.

Una vez hecho esto, procederemos a elaborar la grafica de barras que aparecera en la parte derecha de la ac-
tividad, segin hayamos seleccionado en la casilla de verificacion color o forma. Cada columna de la gréfica esta
dividida en cuadraditos. Haciendo clic en cada cuadradito, este se colorea. Para construir la grafica, deberemos
fijarnos bien en el recuento total realizado, e ir coloreando tantos cuadraditos como cantidad de figuras tenemos
de cada color o de cada forma. Si un alumno se equivoca podremos borrar el cuadrado utilizando la goma que se
ha creado para ello.

Con esta actividad estamos trabajando el color, la forma, las clasificaciones, el conteo, la tabla de frecuencias y
la realizacion de graficas de barras.

{Como son tus calcetines?

Habiendo comenzado el articulo con un titulo como el que lleva, no podiamos cerrarlo sin hacer alusion a Calce-
tines. Por eso proponemos esta tltima actividad, que nos lleva a trabajar sobre una recogida de datos en el grupo
de aula, y con ellos, trabajar la construccién de diagramas de barras. Por aumentar la sencillez, se ha obviado la
construccion de la tabla de frecuencias, aunque si se quieren cuantificar las respuestas se pueden visualizar los na-
meros de los ejes verticales, una vez construidos los diagramas.

Se propondra a los nifios que observen los calcetines que llevan puestos, teniendo en cuenta dos caracteristicas:
el tipo (tobilleros, normales o altos) y el color (se contemplan ocho distintos). La aplicacion, que se proyectara en
la pizarra digital interactiva, muestra la estructura de dos diagramas de barras, uno para cada una de estas ca-
racteristicas. Los alumnos iran saliendo de uno en uno a la PDI, donde tomaran la barra que se ajuste a sus cal-
cetines en las dos graficas, y la elevaran una unidad (hay lineas-guia). Una vez que lo haya hecho toda la clase,
se pueden visualizar los nimeros de los ejes verticales para cuantificar los resultados y comentarlos, verbalizando
el proceso.

Con esta actividad, se trabajara una recogida de datos muy sencilla, y la construccion de diagramas de barras.
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La siguiente tabla muestra, a modo de resumen, los contenidos estadisticos que se pueden trabajar con esta pe-
quena coleccion de actividades:
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Actividades S 2

o
Clasifica las figuras % %
Columnas de animales 1 y Il X X
Frutas preferidas X X X
;Cémo viajamos? X X X X
Grdficas y clasificaciones X X X X
Pompones de colores X X X X X
Bloques Iégicos X
¢/Como son tus calcetines? X X X

Con todas las actividades presentadas en este articulo esperamos que el profesorado de Infantil anime a sus
alumnos a bailar con los datos. Un buen baile puede ser la base de un acercamiento mas positivo a la estadistica.
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Aguilas que sumaban
cuadrados y cubos

ANTONIO M. OLLER MARCEN
(Centro Universitario de la Defensa de Zaragoza)

En 1596, Bernat Vila, un «mestre de escriure y comptar» nacido en Barcelona publico, en catalan, un libro titulado
Reglas brevs de arithmetica, ab la theoria y art pera inventarlas, y trobarlas, axi pera les monedas de Cathalunya, com altres reglas de
dwerses condicions: La diffinicio y declaracio dels nombres trencants, ab molta operacio y demandes de aquells: Les reductions de
monedas, y cambis destos Regnes de Espafia: molt vtil y necessart a tot genero de tractants.

REGLAS 2
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Sobre este maestro barcelonés nada mas sabemos y su tnica obra conocida no sobresale especialmente entre
las diversas Aritméticas prdcticas publicadas en el siglo XVI. Vila presupone en el lector el conocimiento de la aritmética
elemental con nimeros naturales y la parte introductoria de la obra se limita a presentar la aritmética como ciencia
y a definir las cuatro operaciones basicas. Tras esta introduccion, el texto tiene cuatro secciones claramente dife-
renciadas. La primera se dedica a presentar reglas practicas para el cambio de unidades (monetarias, de peso,
etc.). La segunda esta dedicada a presentar los numeros fraccionarios y las operaciones con ellos. En la tercera se
trata la regla de tres, descrita como la «reyna y origen de tota la pratica arithmetica», y sus aplicaciones. Finalmente,
en la cuarta se dan los cambios de moneda entre Barcelona y diversas ciudades (Zaragoza, Valencia, Napoles,
Roma, etc.). El contenido del texto es, pues, relativamente elemental y eminentemente practico.

Sin embargo, en las dos paginas finales de la obra, justo antes del colofén, el autor presenta «quatre reglas, o
demandes de Arithmetica Pratica: pera prouarse, y exercitarse los que sont auant en lo camptar». Se trata de
cuatro problemas cuya dificultad va bastante mas alla de lo tratado en el texto. Ademas, el autor no proporciona
solucion ni indicacion alguna sobre el modo de abordarlos. Tres de ellos estan planteados en un contexto comercial
de compaiias, negocios, etc. El restante, sin embargo, llama la atencién y es el que vamos a presentar aqui. El

enunciado es como sigue:

Figy



Aguilas que sumaban cuadrados y cubos ANTONIO M. OLLER MARCEN

Pos per figura que tota la terra te de circunferencia 28 600 millas y que dues aguilas partexen de vn lloch, y en vn matex punt: la
vna vola envés Lleuant, y camina per progresio de nombres cubichs, lo primer dia 1 millia: lo segon dia 8 millias: lo tercer dia 27
millias &c. Laltra Aguila vola enues Ponent, y camina per progresio de nombres quadrats: lo primer dia 1 millia lo segon dia 4
millias: lo tercer dia 9 millias &c. Deman en quants dies justament se encontraran les dites Aguilas, y quantes millas haura
caminat cada vna...

El contexto en que se presenta el problema no resulta especialmente inusual. En textos de la época es relativa-
mente comun encontrar este tipo de problemas (aves que vuelan hasta encontrarse, animales que se persiguen,
etc.) en los que, conocidas velocidades y distancias, se trata de calcular el tiempo necesario para encontrarse o
atraparse (recurriendo casi siempre a técnicas basadas en la regla de tres). En este caso, sin embargo, el problema
destaca por ser el tinico de toda la obra que se plantea en un contexto no comercial. Ademas, vemos que el tinico
elemento realista es el valor proporcionado para la circunferencia de la tierra (el valor real es de unos 40 000 kilo-
metros y una milla de la época equivalia aproximadamente a 1,4 kilémetros).

Si analizamos la situacion desde una 6ptica moderna, podemos llamar z al ntimero de dias necesarios, D, (n) a
la distancia recorrida por la primera aguila y D, () a la distancia recorrida por la segunda. Entonces, el problema
se reduce a calcular n sabiendo que:

D(n)=V+24+...+n" y Dm)="+2"+...4n
D, (n)+ D, (n) =28 600.

Un lector actual, inmediatamente hara uso de las conocidas formulas para las sumas de los cuadrados y de los cubos
de los primeros n nimeros naturales (de hecho, las llamadas formulas de Faulhaber permiten calcular la suma de las potencias
p-ésimas) y resolverd el problema con relativa facilidad (recomendamos que se intente antes de continuar).

Cabe preguntarse, por supuesto, si nuestro maestro barcelonés tenia acceso a tales formulas (o similares). De-
bemos suponer que si, dado que plantea el problema, aunque lo cierto es que en su libro no hay ni rastro de ellas
ni de problemas remotamente parecidos a este. Ahora bien, si que las encontramos en otras obras de la época a
las que Vila pudo tener acceso. Son varias las Aritméticas del XVI que proporcionan alguna regla para la suma de
los cuadrados de los términos de ciertas progresiones aritméticas; mas raras son las que proporcionan alguna para
el caso de los cubos. De hecho, aunque no hemos buscado con demasiado ahinco, solo hemos encontrado una en
la que se traten ambos casos. Se trata del Libro primero, de Arithmetica Algebratica de Marco Aurel, publicado en 1552,
y que tiene el honor de ser la primera obra en castellano (aunque no escrita por un espafol) que trata el algebra.
No obstante, hay que hacer notar que estos aspectos son tratados por el autor antes de embarcarse en los capitulos
dedicados al lenguaje algebraico y a las ecuaciones.

Marco Aurel proporciona, para empezar, un procedimiento que permite calcular la suma de los cuadrados de
los términos de una progresion aritmética cuya diferencia sea igual al primer término. En concreto:

Juntaras al doble de la rayz del postrer n.° quadrado la rayz del primero y menor numero quadrado, 1/3 de tal conjunto
multiplicaras con la summa de todas las rayzes y verna la summa de todos los nimeros quadrados.

Para el caso de los cubos, después de abordar algunas situaciones mas generales, Marco Aurel proporciona la
siguiente regla:

Y también si las rayzes de tales nimeros clbicos comencaren de vno, y el excesso comun fuere vno, en estos tales no haras otro que
multiplicar la summa de todas las rayces en si mesmo simplemente: y verna la summa de todos los nimeros cubicos propuestos.

Asi pues, si tenemos en cuenta, que también era sobradamente conocida una regla para el calculo de la suma
de los términos de una progresion aritmética cualquiera (en particular la de los z primeros nimeros naturales), los
fragmentos anteriores proporcionan férmulas operativas. Ahora bien, son reglas aritméticas expresadas verbal-
mente que suponen que se necesita calcular la suma de una cantidad concreta de términos. En ningtin caso se
plantea una férmula cerrada o una expresion algebraica.

Si traducimos las reglas aritméticas descritas por Marco Aurel a una notacién moderna, se obtiene lo siguiente:

12—|—22+...+n2:%-(Qn—}—l)-(l—}—Q—{—...—l—n) y 13—i—23—|-...—|—n3:(1—}—2+...+n>2.
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De este modo, si aplicamos la férmula para suma de los primeros ntimeros naturales (también proporcionada por
Marco Aurel), el problema de las dguilas se reduciria a resolver (a mano, por supuesto) la siguiente ecuaciéon polinémica:

St +10n° +97° + 20— 343200 = 0.

La férmula para resolver ecuaciones polinomicas de grado cuatro ya era conocida en la época (se atribuye a
Ludovico Ferrari, que llevaba muerto ya mas de 30 afios cuando se publico la obra que nos ocupa). Sin embargo,
tenemos serias dudas de que Vila estuviera al tanto de dicha formula. No pensamos que este fuera el enfoque se-
guido por el autor.

Asi pues, ;como podia haber resuelto Vila el problema? ;Podemos hacer uso de las reglas aritméticas anteriores
para resolverlo sin necesidad de tener que resolver la ecuacion anterior? Pensamos que si, sobre todo teniendo en
cuenta que, la suma de los n primeros niimeros naturales es el #-ésimo nimero triangular 7 . De este modo, usando
las formulas de Marco Aurel, el problema implica resolver:

T, ((2n+1)+3T,) = 85800,

Y en este punto se puede recurrir a una herramienta muy del gusto de la época y en consonancia con la exis-
tencia de los llamados libros de cuenta (que incluian multitud de tablas para abreviar el esfuerzo de calculo). Se
podria construir, con algo de trabajo, una tabla como la siguiente (que abreviamos):

n 2n+1 T, T(2n+1)+3T)
1 3 1 6

2 5 3 42

3 7 6 150

17 35 153 75582

18 37 171 94050

Vemos que no se obtiene una solucion exacta y que las aguilas se encontraran en algin momento entre el dia
17 y el 18, pero no resulta evidente como hallar ese momento. (Pretendia Vila que el lector diera una solucion
aproximada o quizas cometi6 algn tipo de error al disefiar el problema?

Por supuesto, es imposible responder a esta pregunta. Por un lado, el dato de la circunferencia terrestre es de-
masiado concreto y exacto. Ademas, utilizando el mélodo de doble falsa posicion (extensamente utilizado en la época)
es posible interpolar linealmente entre los dos valores conocidos. No obstante, si volvemos a la ecuacion de cuarto
grado que obtuvimos anteriormente resulta lo siguiente:

3n* +10n° 4+ 9n* + 2n = 343 200
n-n+41)4n+2)43n+1)= 343 200.

Ahora, si sustituimos n= 18 en la parte izquierda para comprobar si se trata de una solucién, se obtiene:
342-20-55 = 343200=312-20-55.

Como ya sabiamos, 7= 18 no es una solucion de la ecuacion, pero esta muy cerca de serlo. No en términos ab-
solutos, sino si tenemos en cuenta la factorizacion de los nimeros implicados. En todo caso, esto queda en el
ambito de la mera especulacion y no podemos concluir nada.

Para terminar, y ademas del interés propio que haya podido tener esta excursion histérica, pensamos que el
analisis que hemos realizado puede llevarnos a pensar sobre la posibilidad de resolver problemas de este tipo ha-
ciendo uso de tablas, tanteos, etc. Quizas a algunos les pueda parecer un modo poco matemdtico de proceder, pero
la historia nos demuestra que ha sido tradicionalmente un método habitual para abordar esta clase de situaciones
que, ademas, pensamos no esta exento de interés desde el punto de vista docente y puede servir de base para el
diseno de actividades ricas para nuestros alumnos.

Frey
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Criptografia para principiantes:
meétodo Julio César y Vinegere

OscAR CARRION LOSTAL
(IES Valdespartera)

La criptografia (del griego xpOmtw krypto, oculto, y ypapw graphos, escribir, literalmente escritura oculta) es el arte o
ciencia de cifrar y descifrar informacion mediante técnicas especiales y es empleada frecuentemente para permitir
un intercambio de mensajes que solo puedan ser leidos por personas a las que van dirigidos y que poseen los
medios para descifrarlos.

Con mas precision, cuando se habla de esta area de conocimiento como ciencia se deberia hablar de ¢riptologia,
que a su vez engloba tanto las técnicas de cifrado, es decir la criptografia propiamente dicha, como sus técnicas
complementarias, entre las cuales se incluye el criptoandlisis, que estudia métodos empleados para romper textos
cifrados con objeto de recuperar la informacion original en ausencia de las claves.

En este primer articulo sobre criptografia, vamos a ver distintos métodos de cifrar y descifrar mensajes, como
el de Julio CGésar y el de Vinegere.

Antes de entrar en materia, necesitamos que los alumnos se construyan su propia rueda para poder realizar las
actividades propuestas de estos métodos de sustitucion que vamos a proponer en este primer articulo.

Construye tu propia rueda

Se deben recortar las ruedas de la figura por el circulo exterior. En cada una se marca el centro del circulo y se in-
troduce un pasador a través de ellos para poder deslizar una rueda sobre la otra. Hay que recordar, a lo largo de
las diferentes actividades que se proponen a continuacion, que el circulo con las letras en mintsculas corresponde
con el texto a cifrar, y que el de las letras mayusculas con el texto cifrado.
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Ahora girando una de las ruedas se hace coincidir cada minuascula con su correspondiente mayuscula en las
dos ruedas. Partiendo de la posicion a—A4 se desplaza la rueda de dentro (en mayusculas) hacia la izquierda tantos
lugares como se desee (por ejemplo, cuando se desplaza tres lugares tenemos el cifrado de Julio César, que veremos
a continuacion).

Las siguientes actividades estan dirigidas para alumnos de tltimo ciclo de Primaria o primer curso de ESO.

Julio César

Es un método de sustitucion que consiste en cambiar cada letra del alfabeto por otra desplazada hacia delante va-
rios lugares (en este caso tres) como queda reflejado en la siguiente tabla:

Asi por ejemplo, para cifrar la palabra «matematicas», haremos la sustitucion teniendo en cuenta la tabla an-
terior o, lo que es equivalente, haciendo coincidir en la rueda construida la letra @ con la letra D. En la siguiente
tabla se obtiene el texto cifrado:

Texto descifrado m a t e m a t i c a s

Texto cifrado O D W H O D W L F D V

Como ejercicio podemos tratar de descifrar el texto MHURPLORCXULWD

Texto descifrado

Texto cifrado M H U R P L O R C X U L W D

Este método de sustituciéon de Julio César tiene muchas variantes, ya que en vez de desplazar tres letras, podri-
amos haber desplazado otro niimero, y asi obtener otro nuevo sistema de cifrado distinto. Podemos pedir a los
alumnos que practiquen otros métodos de cifrado con sus compafieros, y que se propongan entre ellos palabras a
descifrar...

Frgg



Criptografia para principiantes: método Julio César y Vinegére

Vinegeére

Este método esta basado en el método de Julio César haciendo uso ademas de una
palabra clave. Para ayudarse a cifrar y descifrar textos con este método, se debe hacer
uso de la rueda que se ha construido anteriormente.

Veamos un ejemplo: queremos cifrar el texto «matematicas», usando el método
de Vinegere y usando como palabra clave, por ejemplo, VINEGERE.

Si el texto a cifrar tiene mas letras que la palabra clave, se debe repetir tantas veces
como sea necesaria la palabra clave.

El procedimiento para cifrar dicho texto es: Nuestra primera letra a cifrar es la m,
para ello utilizaré la primera letra de la palabra clave, que es la V, entonces debo
hacer coincidir mi letra ¢ mintscula (texto a cifrar) con la letra V) y ver qué letra le
corresponde en la rueda a la m, que en nuestro caso es la f, y asi sucesivamente.

S1 nos dan una clave numérica, como 0123456789, significa lo siguiente: 0 que no

Oscar CARRION LOSTAL

desplazamos, es decir, la a coincide con la 4 en nuestra rueda, el I significa que desplazamos 1, por tanto en nuestra
rueda pondremos la @ con la B, el 2 significa desplazar dos lugares nuestra rueda, es decir hacer coincidir la a con la

C, y asi sucesivamente. ..

Texto descifrado m a t e m a t i c a s
CLAVE v i N E G E R E Vv i N
Texto cifrado H I G I R E L M X I

Ejemplo de ejercicios que podemos realizar con este método serian los siguientes:

1. Codificar el mensaje «taller de matematicas» por el método de Vinegere usando la clave 0123456789:

Texto descifrado t a | | e r d e m a t e m a t

CLAVE o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o0 1 2 3 4

Texto cifrado

2. Sabiendo que estan cifrados por el método de Vinegere donde la clave es 0123456789, descifrar los siguientes

mensajes:

Texto descifrado

CLAVE o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 o0 1 2 3 4 5

=
=
-
=
=
lw)
-
o
P4
O
=
o

Texto cifrado K F R

Texto descifrado

CLAVE 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4
Texto cifrado Q V G u M L K T M T M P X L P N
Referencias

Criptografia (s.f.), en Wikipedia, recuperado el 28 de noviembre de 2020 de <https://es.wikipedia.org/wiki/Criptograf®eC3%ADa>.
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Aplicaciones casi formales

p
PeDRO LATORRE GARCIA

(CPEPA Gomez Lafuente, Zaragoza)

En muchas ocasiones me siento como forastero en tierra extrana. Los Gltimos meses me parece vivir en un mani-
comio, no entiendo casi nada y mis actuaciones como docente no son correctas. Verbigracia, he aprobado a un
numero significativo de alumnos de 4.” de ESPA cuya competencia matematica no era superior a la de 6. de pri-
maria. Algunos no sabian si en un ejercicio tenian que multiplicar o dividir. No puede servirme como excusa el
decir que he seguido las instrucciones de la administracion educativa, ni tampoco escudarme en el terrible argu-
mento que he escuchado demasiadas veces en las sesiones de evaluacion: pobrecito, no le vamos a arruinar la vida
suspendiéndole. Quizas la incompetencia matematica pueda resultar anecdoética, pero cada vez observo a mas
personas ocupando puestos de trabajo para las que creo que no estan
cualificadas. Seguramente estaré¢ equivocado.

Hasta ahora mis pequenas aplicaciones siempre han tenido un ca-
racter informal, alejadas del curriculo y con un importante compo-
nente ladico. El objetivo fundamental era divertirse, aunque a la vez
se desarrollaba la habilidad en la resolucion de problemas. Con mo-
tivo de mi participacion en la elaboracion de los materiales para los
alumnos de ESPAd, la secundaria a distancia para adultos, he de-
sarrollado varias aplicaciones enfocadas en el curriculo. Para su co-
rrecta visualizacién es necesario que el navegador soporte MathML,
por ejemplo, se ven correctamente en el navegador Firefox y no en
Chrome. La integracion de LaTEX en mis programas es una asigna-
tura pendiente.

Para los profesores de secundaria que os guste utilizar en vuestras clases recursos digitales os recomiendo el

Escena de Geogebra creada por Rafael Losada Liste

proyecto EDAD que mantiene nuestra companera M.* José Garcia Cebrian. Mezclando una aplicacion hecha
por M." José en Descartes]S y modificando un recurso de GeoGebra he creado un simpatico ejercicio sobre coor-
denadas geograficas.

Voy a realizar un pequeno andlisis de tres de mis aplicaciones. Todas ellas estan encuadradas en el bloque
de 3.” de ESPA. LLa primera sirve para practicar el calculo de porcentajes, bien obteniendo la parte conociendo
el total o al revés. Seria un ejemplo de como
traspasar los ejercicios del tradicional cuaderno

Rubio alas TIC. Al alumno se le presentan va- El precio de una blusa ha subido un 60%. Si al principio
rias preguntas, generadas de forma aleatoria. costaba 92€, ;cuantos euros supone el aumento?

A través del tef:ladp introduce la respuesta y el Respuesta: 300.5€

programa le dice si es correcta. En caso de que

sea erronea aparece la solucion paso a paso. La

diferencia con el cuaderno es que el nimero de Incorrecto. Solucion = 55.20€
ejercicios distintos es casi ilimitado. Se desarro- 60% = — = 0.6
100

lla timidamente la competencia digital y al
poder trabajar con una tableta se ahorra papel.

92 -0.6 = 55.20€

Con ciertas mejoras en el disefio es un recurso
habitual entre los materiales digitales ofrecidos
por las editoriales.

Siguiente
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Con mi segunda aplicacion los alumnos tienen que determi-

Escribe el segundo término de la sucesién: nar el valor de un término de una sucesion cuando se conoce
a, =-3n—6 su término general. El método de introduccion de los datos es

Respuesta: 5 el mismo que en la anterior y también la interaccion con el usua-

rio. LLa mejora es la aportaciéon de una informacion anadida, el

Incorrecto. az = -12 grafico con los primeros términos de la sucesioén. Si al despla-

ay = -3-2-6=-6-6=-12

zarse por los puntos de la grafica aparecieran sus valores, se en-

Siguiente riqueceria este programa.

La tercera aplicacion es mucho mas interactiva. Con ella se tra-
bajan las operaciones elementales con monomios. En esta ocasion
si que hay mejoras con respecto al lapiz y papel. Los monomios se
representan con la letra x y se dejan espacios para colocar su signo,

N su coeficiente y su exponente. Aparece un circulo en la posicion
del signo y unas lineas para los deméas elementos. En lugar de in-
troducir los datos a través del teclado, hay que arrastrar los niime-
ros a su espacio correspondiente y presionando en el circulo del
signo, este pasa de positivo a negativo y viceversa. El objetivo es
que los alumnos distingan los elementos que definen a un mono-
mio. Hay varios tipos de ejercicios: sumas, restas y productos de
monomios y producto de un monomio por un binomio. Como to-
davia no la he probado con mis alumnos, esta pendiente la tarea
de observar si es realmente util. Os invito a que la probéis. Con-
tando con el motor de esta aplicacion pueden realizarse variacio-
nes, por ejemplo para practicar las operaciones con potencias.

0 1 2 3| 4 5 6 || 7 8 || 9

4x -6 x2=O_x—

[] No se puede agrupar

Por dltimo, comentar algo bastante obvio. Las aplicaciones digitales actuales son un recurso mas para enriquecer
nuestras clases y que algunos alumnos pueden utilizar en sus casas. Pero la brecha digital es muy ancha. En mi
centro una minoria puede conectarse a internet con una tableta o un PC.
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