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Las matematicas
cambiaron mi vida

por
MARIA DELGADO ALVAREZ

¢Alguna vez te has parado a pensar por qué algo surge? En el ambito de encontrar quién eres, a qué te quieres dedicar
y plantearte cuestiones sobre tu vida, tu futuro, juega un papel importante la motivacion. Motivacion es una palabra
maravillosa, y esta muy presente en nuestra sociedad; o al menos deberia de estarlo. Yo la definiria como un estado
que encuentra una persona para poder superar o conseguir su objetivo, pudiendo pasar por cualquier adversidad
pues la meta es clara. Normalmente, cuando naces y cuando eres pequeno, no tienes claro qué quieres estudiar,
puesto que en esa etapa tienes que disfrutar, divertirte y pasar tiempo con tus amigos y familia. Mas tarde, esta la
etapa de la adolescencia, donde ya empiezas a saber por qué te decantas mas, empiezas a conocerte a ti mismo, tus
gustos e intereses. Todo esto es un proceso para encontrar tus pasiones, y tu futuro. Te lo contaré con mi ejemplo.

iHola! Me llamo Maria y soy una nina de 15 afios, que su actividad favorita es aprender. Acabo de terminar
cuarto de la ESO, y me han admitido en el Bachillerato Internacional Tecnologico. Puede sonar raro, pero asi es;
Me encanta estudiar matematicas de nivel universitario, actualmente estoy con teoria de ntimeros algebraica y to-
pologia, y todo esto por mi cuenta. También me apasiona la fisica, en especial la fisica cuantica, la astrofisica y la
fisica nuclear; incluso, la programacion y tecnologia entran en mi grupo de interés. Estos tres campos son los que
definen mi vida, cualquier persona que me conozca sabe que soy una chica de ciencia y tecnologia, y esto me en-
canta. Pero todo esto ha tenido que surgir de alguna manera, y aqui juega el papel de la motivacion que os he ex-
plicado antes a grandes rasgos.

Cuando era pequenia, no tenia claro que queria estudiar; mis padres son ingenieros y supongo que la rama de
matematicas siempre ha sido uno de mis puntos fuertes, pero tuve épocas en las que queria ser escritora, cantante,
actriz e incluso astronauta. Lo tipico que nos pasa a todos, vamos descubriendo y entrando en diferentes entornos
para ver en cual nos acomodamos mejor. El caso es que en quinto de primaria, en mi colegio seleccionaron a unos
pocos estudiantes para que una hora a la semana salieran a razonar problemas mas orientados a logica y abstrac-
cion. Me acuerdo que al principio lo veia como todo muy normal, porque me parecian muy faciles, pero luego
quise ver lo que habia detras de ellos, y me preguntaba como los «genios creadores» de esos problemas los habian
hecho. Alli se desperté mi curiosidad, pero no del todo.

En 1.° de la ESO, fue un cambio muy grande en todos los aspectos, pero el que mas resaltaria seria el de los
profesores. No me parecia normal que hubiese un profesor por cada asignatura, pero luego vi que era maravilloso.
Conoci a Elena Mengual, doctora en Matematicas, que fue mi profesora de esta rama. La primera vez que descubri
qué eran las matematicas con ella, ya sabia que queria ser matematica. Recuerdo que llegué a casa y dije: «mama,
quiero ser matematica» y mi madre se pregunt6 de donde vino ese cambio repentino, ya que antes queria ser cien-
tifica y hacer experimentos. La forma en que me acerco a las matematicas fue excepcional, y cada vez que tengo
la oportunidad de que me explique algo, es como si fuera la primera vez, el primer dia y las mismas sensaciones.
Siento que las matematicas son un mundo donde puedes sentirte a ti mismo, indagar para ver lo que encuentras
y colaborar con personas maravillosas para generar un impacto en el mundo, la realidad. Me acuerdo que en
clase aparte de estudiar, Elena nos hablaba del teorema de Riemann, que por aquella época, habia gente intentando
resolverlo. Ese afo fue genial. Elena me dio la oportunidad de participar en la Olimpiada Matematica Aragonesa
de 2.° de ESO, estando en primero. Me acuerdo de que estaba muy nerviosa, porque aunque los problemas de
entrenamiento me salian bien, sabia que habria mas gente y mas mayor que yo que también podria ser capaz. Es-
tuve entrenando, y mi profesora me iba ensefiando en los recreos algunos conceptos de 2.° de ESO que podrian
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entrar dentro de la prueba de la Olimpiada. Llegoé la semifinal, y ese dia estaba medio enferma, pero yo no iba a
perder esa oportunidad, asi que fui. La verdad que fue inolvidable, me acuerdo de los problemas, y que el que
nadie resolvi6 de mi instituto, lo resolvi yo mediante el teorema de Pitdgoras. Me parecié alucinante ver a tantos
nifos y ninas participando. Yo no estaba segura de si podria pasar a la siguiente fase, pues sabia que unos problemas
que luego parecian muy faciles, en el momento de hacerlos no lo fueron para mi. Pasaron los dias, y el 30 de abril
de 2019 le escribi a Elena preguntandole acerca de un proyecto que estabamos llevando a cabo en el colegio, y su
respuesta fue: «eres la tinica que ha pasado a la final de las olimpiadas del colegio. Enhorabuena!!!, eres una cam-
peona». Al leer este correo no daba crédito, simplemente increible. Llegé el 11 de mayo de 2019, el dia de la final,
y fui con Elena a Zaragoza a la Universidad de Zaragoza para poder participar. En el coche estuvimos hablando
de la carrera de matematicas, de los examenes de la facultad, de las asignaturas, profesores... Cuando llegamos,
vi a mucha gente, y en la lista, yo era la nimero 25, cosa que me parecié muy interesante porque justo mi cum-
pleanos es el 25. Entré a la sala y me parecié asombrosa, me sentia como si fuese una estudiante de la universidad,
entrando a un examen super importante. No gané, pero el recuerdo siempre lo tendré en mi mente. A partir de
alli, me dije a mi misma: «esto el aflo que viene no pasara, estudiaré en el verano para poder venir mejor prepa-
rada» y asi fue. Ese verano mis tios me regalaron el libro de Algebra de Baldor, y lo estudié durante todo el verano.
Es un libro completamente de algebra, donde te ensefia todas las bases que necesitas para saber desenvolverte en
este campo. Luego, en 2.7 de la ESO, tenia libros de matematicas, y Elena me iba explicando lo que no entendia,
como el binomio de Newton y el teorema de Pascal. Llego la pandemia, y la olimpiada se canceld; fue triste debido
a que ese habria sido mi ultimo ano en dicha olimpiada, pero de todo se sale. Ese verano, estudié¢ los libros de ba-
chillerato de matematicas académicas y empecé con libros en inglés de la Universidad de Springer. {Me di cuenta
de que podia resolver problemas de las olimpiadas de bachillerato en aquel momento! Entré dentro de un montén
de campos de las matematicas que no conocia y todos me llamaban la atencion. También, a causa de la pandemia,
conoci a muchas personas en las redes sociales con los mismos intereses que yo, y haciamos grupos de estudio para
leer libros y luego poder compartir ideas.

Este curso académico, empecé en 3.° de educacion secundaria, pero debido a altas capacidades y que ya sabia
todo el temario de las asignaturas, me adelantaron a 4. en el segundo trimestre. Esta experiencia mucha gente la
ve negativa; «parece que te estas quitando la infancia» decian algunas personas, pero mi opiniéon aqui es muy
clara: La edad no tiene por qué determinar a qué grupo o a donde perteneces; si de verdad quieres algo, tienes
que perseguirlo y no dejar que comentarios negativos te digan lo contrario. Ademas, en la temporada 2020-2021
fui aceptada en un curso de computaciéon cuantica ofrecido por Qubit by Qubit, MI'T; IBM, Oxford y otras uni-
versidades. Como os he comentado antes, me gusta mucho la programacion, tecnologia y fisica cuantica. Conoci
este curso gracias a las redes sociales, y al principio me llamé mucho la atencién que lo estuvieran ofreciendo in-
ternacionalmente con profesores de dichas universidades y gratis gracias a IBM. Me acuerdo que mi padre me
dijo que quizas era muy dificil porque cuando ¢l estaba en la universidad, la computacion cuantica era un tema

£

N

N



Las matemadticas cambiaron mi vida MARIA DELGADO ALVAREZ

que pocos entendian, y yo, cbmo no, para demostrarle que era capaz, y también para poder tener la oportunidad
de conocer a los demas estudiantes, formar unas bases fuertes de matematicas y conocer uno de los campos en la
tecnologia mas novedosos, decidi aplicar. Uno de los requerimientos era conocer trigonometria y algebra lineal,
también ganas de aprender y ser un futuro Quantum Leader. Pensaba que iba a ser dificil que me seleccionaran,
puesto que buscaban gente que de verdad pudiese aportar algo a la cuantica y a la comunidad, aparte que hubo
mas de 15000 aplicaciones. Para mi sorpresa, recibi un correo felicitindome porque jhabia sido admitida en el
curso! Fue completamente genial, lo lei a las tres de la manana y no podia de la alegria. El curso empezé con
clases de matematicas de nivel universitario para poder asegurarse de que todos tenian las bases necesarias para
poder introducirse dentro de la computaciéon cuantica. El segundo semestre fue mas enfocado a ensenar programar
en Python y usar Quiskit para poder utilizar los ordenadores cuanticos que ofrece IBM. Una curiosidad es que en
el curso todo el mundo me conocia debido a que mis posteres y apuntes llegaron hasta el equipo ejecutivo y se col-
gaba en la plataforma como material oficial del curso. Esta temporada, también fui elegida como la Embajadora
Estudiantil de Technovation en Espafia. Technovation es un programa que busca acercar a las ninas y jévenes a
los campos STEM, centrandose en la tecnologia, y es por ello que cada afio se celebra un concurso internacional
en el que se premia con becas a las mejores aplicaciones programadas por ninas. Mi labor como embajadora es
motivar a las jovenes y nifias a que se apunten, asi como mostrarles a las mentoras que pueden ser parte del futuro
de aquellas nifias.
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APPLICATIONS

El ano 2021 ha sido el mas productivo en cuanto a rendimiento para mi, y en cuanto a lanzar nuevos proyectos.
He sido seleccionada como World Science Scholar (que es un programa organizado por World Science Festival que
selecciona a 45 ninos de todo el mundo, con habilidades excepcionales en matematicas para introducirles en cursos
y proyectos con ganadores de Premios Nobel, cientificos reconocidos a nivel mundial; como Brian Greene, Stephen
Wolfram...) También he creado una organizacién internacional llamada Meteorite Global que busca motivar a
todo el mundo a encontrar su proposito en la vida, focalizandose en el ambito de los estudios, y proporcionar ma-
teriales gratis a todo el que quiera. La embajada de Estados Unidos me ha premiado con una beca para el programa
Women2Women de EmpowerPeace en el que se aprende de liderazgo y busca crear lideres del manana.

Estos son algunos de los muchos proyectos y logros que he conseguido; y todo esto gracias al efecto mariposa
y la motivacion... Si te pones a pensar, si no hubiera conocido a Elena no hubiera llegado hasta aqui, pues el pre-
sente seria diferente.

Ahora, para finalizar, tengo un mensaje para todo el mundo que esta leyendo esto: Encuentra lo que te apasiona y
no dejes que se apague la chispa que llevas dentro, persigue tu suefo; y st descubres que el campo en el que creias que
ibas a estar mas comodo no es el correcto, no te desanimes! La vida esta llena de oportunidades que no hay que dejar
pasar y encontraras la siguiente muy pronto... No hay nada imposible, y jhay que llegar tan alto como un meteorito!
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Como determinar el valorde =«
con cosas buenas de comer
y una balanza

por
JOSE Luis CEBOLLADA GRACIA
(IES La Azucarera)

Al finalizar la reunion del Club de los Insolidarios los siete miembros decidieron encargar una pizza. Eligieron la
pizza Siracusa que costaba 12,56 €. Al revisar los bolsillos, Benjamin, el mas joven, se dio cuenta de que no llevaba
mas que 56 céntimos. Decidieron encargarla igualmente; cada uno aport6 2 € y Benja, sus céntimos. Por supuesto
que a la hora de repartir, los pedazos fueron proporcionales a la cantidad aportada: seis trozos iguales y uno pequenio
de aproximadamente la cuarta parte que los demas. jEsto no es una oenegé!, musit6 entre dientes el presidente.
Aunque nunca hubo matematicos en este club, los lectores ya habran deducido que los seis trozos iguales de-
beran tener un angulo de un radian y el pequeno, 0,28 radianes. Para proceder al corte bastaria con localizar el
centro de la pizza, medir el radio y cortar pedazos cuyo arco midiera exactamente el radio, el resto seria para Ben.

Figura 1. Las siete raciones de la pizza del Club de los Insolidarios listas para repartir

Si queremos comprobar que el reparto ha sido justo, bastaria comparar (con un trozo de hilo, por e¢jemplo) la
fraccion que supone el trozo de Ben frente al de sus insolidarios comparneros. Este método seria similar al que usa-
rian los egipcios sobre las arenas del Nilo, segiin la interpretacion de Beckmann .

Métodos para calcular el valor de ® hay muchos, algunos con lapiz y papel y otros que requieren mas hardware.

Al primer grupo pertenece el de Arquimedes?® Respecto a los segundos: esta el método Montecarlo?, que re-
laciona el area de un cuadrado de lado 27 con la de un circulo de radio r o el de Buffon, mucho menos intuitivo *.

A continuacion se presenta un método de célculo del valor de ™ manipulativo, sin utilizar cinta métrica, en su
lugar usaremos una balanza. Se ha experimentado en un taller realizado con alumnos de 2.° de ESO que no co-
nocian el concepto de radian.



Cémo determinar el valor de 7 con cosas buenas de comer y una balanza Jose Luis CEBOLLADA GRACIA

Acotamos el valor de ©

Si cortamos una tarta (o tortilla o pizza o un disco de carton recortado de una caja vieja) en raciones de un radian, es
decir, de un quesito con los tres lados iguales, nos saldran seis raciones y pico. Y como T es la relacion entre la longitud
y el diametro de una circunferencia, 2 T es seis y pico, o sea, que el valor de T es mayor que 3 y menor que 3,5.

Medimos el valor de «

Si ahora comparamos ese trozo que nos sobra con uno de los trozos enteros podremos calcular los decimales de
2 y por lo tanto, el valor de T. Asi, el cociente entre la masa del trozo pequeno y la masa de un trozo grande, o
mejor aun, la media de los seis trozos enteros, nos dara los decimales de 2 .

Materiales

Para llevar adelante las medidas necesitamos:

— Alimentos facilmente cortables de forma circular: pizza, tortilla de patata sin cebolla, bizcocho.
— Discos de cartén recortados.

— Cuchillo, tijeras, cuter.

— Balanza de laboratorio.

— Un hilo grueso.

Corte del bizcocho

— Con dos trozos de hilo se localiza el centro del bizcocho. Cada hilo serd un diametro, es decir, la distancia
maxima entre dos puntos que pertenecen a la circunferencia exterior.

Figura 2. Buscando el centro en la interseccion de dos didmetros

— Una vez localizado, se corta un trozo de hilo del tamano del radio (7). Servira para el resto de la actividad.

— Se practica un corte desde el centro del bizcocho hasta el exterior.

— Se coloca el hilo de longitud r a lo largo del exterior del bizcocho y donde finalice el hilo se practica el
segundo corte.

— Se sigue cortando hasta que se acabe el bizcocho. El trozo pequeno que sobra nos servira para calcular la
parte decimal de 2 .

oy
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Figura 3. El bizcocho cortado en las siete raciones

Célculode 2

El arco de cada una de las seis primeras porciones mide lo mismo que el radio. Falta por determinar cuanto mide
el trozo que nos ha sobrado, que son los decimales de 2w, que es algo mas de 6.

— Pesamos cada uno de los 6 trozos (7,) de bizcocho y calculamos la media (M)

— Pesamos el resto que ha sobrado (R).

— Para calcular qué fraccion representa hacemos el cociente R/M. Esta fraccién en masa es la misma que la frac-
ci6n en arco de sector circular, pues, en productos homogéneos la masa es directamente proporcional al arco.

Para un bizcocho perfecto cortado por cortadores perfectos que utilicen cuchillos perfectos y pesen los pedazos
en balanzas perfectas, el resultado obtenido sera 0,283185...
Los datos obtenidos con el bizcocho de chocolate se recogen en la tabla 1.

o
S

P

Figura 4. Peso de una racién grande y de la racion pequena

Masa (g) T, T, T, T, T T, Media (M) Masa resto (R)
Bizcocho 142,20 135,45 121,29 129,03 122,25 130,37 130,16 41,54
Tabla 1
R _ 4154

El cociente entre el pedazo final y el pedazo promedio es:

= =0,32.
M 130,16

De donde obtenemos un valor de 2w de 6,32.
Y por tanto un valor de « de 3,16.

Eay



Cémo determinar el valor de 7 con cosas buenas de comer y una balanza Jose Luis CEBOLLADA GRACIA

Un resultado sorprendentemente bueno a pesar de los errores que se cometen en el proceso pero podria ser re-
sultado del azar, por eso vamos a repetir el experimento con diferentes tipos de circulos.

Se repite el proceso para trozos de carton cortados por los alumnos; uno de ellos de doble capa con ondulado
y otro rigido, sin ondulado, con una pizza y una tortilla de patata.

Figura 5. Distintas fases de la obtencién de datos con cartén ondulado y con cartén rigido

Los resultados obtenidos de recogen en la tabla 2.

Carton liso Cartén ondulado Bizcocho Pizza Tortilla
T, masa (g) 142,2 66,2 85,85
T, masa (g) 135,45 68,7 91
T, masa (g) 121,29 63,53 89,39
T, masa (g) 129,03 78,79 80,08
T, masa (g) 122,25 70,8 82,28
T, masa (g) 130,37 77,4 104,35
MEDIA (M) masa () 2,17 2,61 130,10 70,90 88,83
RESTO (R) masa (g) 11 0,78 41,54 16,29 32,16
COCIENTE R/M 0,51 0,30 0,32 0,23 0,36
2T 6,51 6,30 6,32 6,23 6,36
s 3,25 3,15 3,16 3,11 3,18
Tabla 2
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Figura 6. Tortilla de patata al inicio y al final de proceso

Discusion posterior

Es muy dificil obtener empiricamente un valor muy préoximo al real pero esto da pie a una discusion interesante
sobre el origen de los errores que vamos cometiendo y la calidad de nuestros resultados. Del analisis en grupo del
proceso podemos destacar las siguientes ideas aportadas por los alumnos:

— El bizcocho no tiene por qué ser perfectamente homogéneo, hay zonas algo mas altas que otras.

— Los cortes no salen todo lo bien que querriamos.

— En los cortes siempre se perdera alguna miga, lo que es mas evidente cuando tratamos con reposteria.

— En el caso de la pizza las raciones son evidentemente heterogéneas, pero la masa de cada racion es muy pa-
recida. Probablemente el peso de la pizza dependa basicamente de la masa y no del resto de los ingredientes,
que en las pizzas comerciales estan en cantidades raquiticas.

— Se consider6 obvio que habia una relacion lineal entre el angulo —o el arco— vy el peso de la racion... a
pesar de las imperfecciones.

— El cartén se dibujo tomando una lata de galletas de mantequilla como plantilla; los errores procedieron tanto
del dibujo de la circunferencia como del posterior recorte con tijeras o cuter.

Nota final

Esta actividad se ha realizado con alumnos de 2.° de ESO para quienes el término radian no tiene ningtn signi-
ficado. Tampoco encuentran el sentido de abandonar el uso de los grados como medida de los angulos para in-
troducir una nueva unidad. Sin embargo ha sido necesaria la construcciéon de raciones de un radian para encontrar
el valor aproximado de .

El método, que bien pudieran usar los miembros del Club de los Insolidarios en sus reuniones, no se trata de un
nuevo método”, pues trasladamos las proporciones que los egipcios hacian con las longitudes de los respectivos arcos,
a la masa. Ellos, los egipcios, carecian de balanzas electronicas y, muy probablemente, de patatas para hacer tortilla.

S1 comparamos el esfuerzo necesario para preparar y realizar estas medidas con este método con otros como
el de Montecarlo o Buffon, la relacion esfuerzo-resultado es bastante favorable al que se acaba de presentar. Los
materiales son bastante asequibles. Y aunque en los departamentos de Matematicas no suelen abundar las balanzas,
una visita a los vecinos de Biologia o de Fisica y Quimica puede solventar esta carencia.

Notas

1 Beckmann, P.(1993), A history of Pi, Barnes & Noble Books, 13.

2 <https://proyectodescartes.org/descartescms/matematicas/miscelaneas/item/1062-aproximaciones-del-numero-pi>, Aproximacién por poli-
gonos inscritos.

3 <https://es.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9todo_de_Montecarlo>.
4 Beckmann, P. (1993), A history of Pi, Barnes & Noble Books,159-161.
5 Hasta la fecha de redaccion de este articulo (verano de 2021) no he conseguido encontrar descripciones de este método.


https://proyectodescartes.org/descartescms/matematicas/miscelaneas/item/1062-aproximaciones-del-numero-pi
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Estudio comparativo en
resolucion de problemas
de calculo mental entre
Educacion Infantil y Primaria

por
INES VELAZQUEZ ORTIGAS Y JUAN MIGUEL RIBERA PUCHADES
(Universidad de Zaragoza; Universidad de La Rioja)

Comprender la realidad requiere adquirir conceptos y procesos matematicos que permitan interpretar y actuar
en diferentes situaciones (Fernandez-Bravo, 2008). Desde un enfoque educativo, en los tltimos afos se ha apostado
por una ensenanza de las matematicas integral, donde lo importante no es solo el contenido sino los procesos que
se ponen en marcha para aplicar el conocimiento (Alsina, 2014). Este planteamiento acerca las matematicas a la
realidad a través de procesos basicos como la resolucion de problemas, el razonamiento, la comunicacion, la re-
presentacion y el establecimiento de conexiones (NC'TM, 2003).

Autores como Chamorro (2005a), afirman que los primeros contenidos matematicos se adquieren antes de em-
pezar la escolarizacion, y que por tanto es en las primeras etapas educativas donde se debe motivar el aprendizaje
de las matematicas, debido a la capacidad de aprendizaje del alumnado. Aunque una de las metodologias mas
utilizadas en Ed. Infantil son los centros de interés (Alsina, 2012; Canals, 2009), en la presente comunicacién se
ha optado por una propuesta basada en la resolucion de problemas, ya que como sefiala De Castro (2007), es un
enfoque centrado en el razonamiento y en el desarrollo del pensamiento matematico.

Por otro lado, se contemplan diferencias destacables entre las etapas de Educacion Infantil y Educacion Pri-
maria, de manera que contenidos y metodologia muestran un salto que, en algunos casos, puede ser motivo de di-
ficultades en el aprendizaje de contenidos matematicos (Chamorro, 2005a; Fernandez-Bravo, 2010).

Dichas diferencias pueden minimizarse a través de la resoluciéon de problemas, un enfoque postulado por dife-
rentes autores (Berga, 2013; Castro, Del Olmo y Castro, 2002; Lopez y Alsina, 2015) como el idéneo para la ad-
quisicion de conceptos matematicos. La resolucion de problemas se presenta como una actividad vivencial en la
que se debe comprender el contexto, interpretar y actuar, es decir, se centra en los procesos que se ponen en
marcha para llegar al resultado, no en la solucién final (Barrantes y Zapata, 2010; Gaulin, 2001).

Por ello, la presente comunicacion tiene su base en las dificultades de aprendizaje en el calculo mental en la
etapa de Educacion Infantil, concretamente en el tltimo curso del segundo ciclo y Educacién Primaria. Se consi-
dera esencial conocer qué contenidos relacionados con la aritmética se presentan en cada una de las etapas y como
se estan trabajando, con la intencién de actuar consecuentemente en Educacion Infantil y asentar bases para una
transicion de etapa mas conectada.

Objetivo

Analizar la capacidad de los alumnos de dltimo curso de Educacion Infantil y primer curso de Educacion Primaria,
de una muestra seleccionada, para resolver problemas que requieren del calculo mental.
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entre Educacién Infantil y Primaria

Método

Se realiza un estudio de caso en el segundo ciclo de Educacién Infantil y primer curso de Educacion Primaria. El
instrumento consta de cinco actividades organizadas en tres bloques: Preevaluacion, como base para analizar los co-
nocimientos de los que parte el alumnado en ambas etapas; Intervencion, segin los resultados obtenidos, se realizan
actividades en Educacion Infantil que desarrollen el calculo mental; Evaluacién, como valoracion de la adquisicion
e integracion de conocimientos, en Educacion Infantil, a través de una actividad similar a la presentada en la pre-
evaluacion de Educacion Primaria.

Los datos se recogen a través de grabaciones de video, la propia observacion en el momento de desarrollo de
las actividades y un anecdotario donde se registran las situaciones y verbalizaciones consideradas como destacables.
Se valora la actuacion del alumnado frente a los problemas planteados, asi como las reflexiones e interacciones
entre ellos y con la maestra.

De forma cuantitativa se concretan tres niveles de resolucion: 87, realizar la actividad de forma auténoma y
fluida con el calculo mental; Intervencion, se necesitan de indicaciones; . No, el alumno no lleva a cabo ninguna accion
o, aunque se interviene, el alumno no llega a la resoluciéon del problema. Cualitativamente se exponen razona-
mientos, acciones y verbalizaciones del alumnado que se consideran relevantes.

Para garantizar la fiabilidad y validez de los datos, las grabaciones son analizadas por dos investigadores, uno
de ellos con rol participante en el desarrollo de las sesiones. El analisis de los datos se pone en comtn y se acuerda
qué actuaciones corresponden a cada uno de los tres niveles de logro estipulados.

>

Resultados

Los resultados obtenidos muestran diferencias entre la etapa de Educacion Infantil y Educacion Primaria. Cuan-
titativamente, en las actividades de preevaluacion, solo un alumno de Educacion Infantil se etiqueté con $7, mien-
tras que 13 alumnos de dicha aula, necesitaban las manos para realizar las operaciones, aunque no se observo
dificultad para asociar la grafia del nimero con la cantidad. Por su parte, en Educaciéon Primaria, los alumnos
mostraron la mecanizacién de operaciones no solo con la realizaciéon de la actividad sino también con comentarios

como: «Esto es muy facil».
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Respecto a la intervencién, un mayor niamero de alumnos oper6 a través del calculo mental. Aunque varios se-
guian necesitando indicaciones para resolver los problemas, algunos alumnos reflexionaron sobre la ayuda que su-
ponian los materiales manipulativos presentados. Igualmente, se observaron ciertas dificultades ante la representacion
grafica del nimero y confusion entre adicion y sustraccion, reflejada en situaciones como: «5 menos 2 son 7».

En la actividad de evaluacion, el nimero de alumnos de Educacion Infantil calificados con $7 aumento respecto a
la actividad de preevaluacion. Cabe destacar que el alumnado realizé diferentes comentarios aludiendo al uso de ma-
teriales manipulativos como un recurso motivador y facilitador para la comprension y realizacion de operaciones.

Conclusiones

Se ha observado que los contenidos y habilidades que son mecanicos en Educacion Primaria, se encuentran ale-
jados del alumnado de Educacién Infantil. Esta situacién expone las orientaciones de autores como Molina (2009)
o NCTM (2003), quienes senalan que el cambio de etapa supone la adquisicion de contenidos que parten de una
base previamente asentada, por lo que la transicién requiere de trabajo y cuidado en ambas etapas.

En concordancia con lo expuesto por Chamorro (2005a; 2005b) y Ruiz-Higueras (2005), sefialan la adquisicion
del ntimero como un proceso basado en el conteo, la identificacion y la representacion a través de situaciones
reales que permiten experimentar y dar funcionalidad. Sin embargo, los resultados de las actividades de interven-
cion y evaluacion evidencian un aprendizaje aritmético mas centrado en contenidos como el conteo o la grafia
del nimero, presentando cierta confusion en la representacion grafica, las relaciones de adicion y sustraccion entre
cantidades y en procesos que requieren de la identificaciéon y razonamiento, como la resoluciéon de problemas.

Por otro lado, se han encontrado limitaciones de organizacion, como el nimero de horas cedidas por el centro
educativo, la variacion del nimero de alumnos en las diferentes actividades y desaciertos con la creacion de algunos
materiales que suponia un nivel cognoscitivo muy elevado para los alumnos de Educacion Infantil.

Esta claro que la ensefianza de las matematicas debe basarse en habilidades relacionadas con la realidad de
manera que el proceso de aprendizaje se realice en un contexto familiar, y atractivo. Sin embargo, lo expuesto
muestra una ensefianza de las matematicas centrada en la grafia del ntmero y la realizaciéon de operaciones.
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En el saco de las metodologias activas, participativas y sociales se introduce, normalmente, todo lo que no sea
clase tradicional, sea lo que sea a lo que se refiera ese término. Especialmente, se meten acronimos, términos an-
glosajones y, ultimamente, cualquier cosa con el adjetivo emocional o el prefijo «neuro».

Un clasico de las metodologias activas es el flipped learning. (Es realmente tan innovadora esta metodologia?
Como senalan Arce, Conejo y Munoz-Escolano (2019), al margen del elemento tecnologico, la clase invertida
asume algunas de las practicas habituales de la ensefianza tradicional. Por ejemplo, tal como sefialan estos autores,
que el contenido tiene que ser explicitado antes de que el alumnado aborde la tarea, sin reservar momentos a su
construccion, exploracion o aparicién como soluciéon 6ptima ante un problema que le sirva como razén de ser.

¢Ensenar para después aplicar a problemas o ensefiar a través de la resoluciéon de problemas? Para nosotros,
este segundo enfoque seria la auténtica revolucion en la clase de matematicas. Esto si que invertiria las clases «tra-
dicionales». En vez de dar la «teoria» (sea lo que sea que es eso) para después aplicarla a problemas, usamos los
problemas para hacer surgir la «teoria». Observe el lector que hemos empleado comillas al referirnos a la clase
tradicional. Somos conscientes de que es un constructo complicado de definir, y que puede haber tantas tradiciones
como escuelas de pensamiento. Sin embargo, en la literatura suele emplearse este calificativo para aglutinar prac-
ticas de ensefianza basadas en técnicas expositivas.

Es raro encontrarte un docente de matematicas que no piense que la resoluciéon de problemas ocupa un lugar
central en el curriculo escolar. Esto ha sido asi desde siempre. Ahora bien, aceptar la idea de que hay que prestar
atencion a la habilidad para resolver problemas, es otra cosa. Esto ha llevado a cierta confusion, y el término «re-
soluciéon de problemas» se ha convertido en un eslogan que acompana diferentes visiones sobre lo que es la edu-
cacion, lo que es la escolarizacion, lo que son las matematicas, y de por qué se deberia ensenar matematicas en
general y resolucion de problemas en particular (Stanic y Kilpatrick, 1989).

La ensenianza a través de la resoluciéon de problemas podria describirse como un modelo de constructivismo
guiado, muy relacionado con el aprendizaje basado en problemas (Lopes y Costa, 1996), pero que se introduce
como alternativa a los enfoques para y sobre la resolucién de problemas (Bingolbali y Bingolbali, 2019; Gaulin,
2001). El objetivo es que el contenido matematico emerja de la propia resolucion de diversas situaciones y proble-
mas. A continuacion, exponemos algunas ideas para ilustrar en qué consiste.

Estadistica

La varianza es mucho mas que la férmula que se emplea para calcularla. Mas atn, la dispersion no es algo que
haya que medir porque si, sino que tiene una razon de ser. A lo largo de la década de los 90, en plena efervescencia
LOGSE, se generaron magnificos materiales didacticos. En Beltran-Pellicer (2020a) y Beltran-Pellicer y Marti-
nez-Juste (en prensa) se describe la implementacion de una secuencia disenada a partir de la adaptacién de una
actividad de la Guia Praxis, titulada Un extraiio equipo de baloncesto (Borrell, Pol y Saguer, 1998). Con el curriculo ac-
tual, la secuencia esta dirigida a alumnado de 2.” de ESO. La pregunta que va a motivar todo es la siguiente, tal
como se plantea a la clase:

Estamos en un partido de baloncesto. Pongamos que se trata de una final, que queda un minuto y que el entrenador tiene que
decidir a qué jugadora sacar.

Eigy
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Después de una breve charla de clase, que aprovechamos para discutir acerca de los datos que necesitariamos,
viene la pregunta que se constituye en razon de ser de la secuencia:

Vamos a intentar averiguar a quién sacaria si va perdiendo de 8 puntos y a quién sacaria si va ganando de 2 puntos, y tenemos
como datos los porcentajes de acierto.

En otras palabras, la decisién que debe tomar el entrenador, con los datos disponibles, es st sacan al mismo tipo
de jugadora cuando se va ganando por poco que cuando el partido esta practicamente perdido, pero con alguna
posibilidad de ganar. ;Y qué datos son esos?

Es posible que algunos lectores piensen que el bloque de «Estadistica y Probabilidad» es propicio a este tipo de
actividades. Las creencias sobre la ensefianza de la estadistica también pueden estar influenciadas por las creencias
sobre la estadistica en si misma. Parece algo circular, pero no. Una cosa es la estadistica y otra, como nos planteamos
su ensenanza. Y ambas estan relacionadas, asi como con las matematicas y con la ensefianza en general. Por ejem-
plo, si el docente ensefnia matematicas de una manera descontextualizada y sin significado, es posible que entonces
use un enfoque similar en estadistica. Quizas, practicando primero los procedimientos antes de dar ejemplos de
«aplicacion» con un contexto débil, para «disimular». Las creencias también pueden verse influenciadas por el
grado en que los docentes ven el valor de la estadistica en el mundo real. Algo curioso es que los profesores de ma-
tematicas que no valoran mucho el trabajo en grupo, pero que sienten la presion de realizarlo, pueden creer que
las unidades de estadistica ofrecen esta oportunidad mas que otros temas (Pierce y Chick, 2011). De hecho, por
esto hemos elegido esta actividad sobre dispersion y no el clasico proyecto de estadistica. Entonces, ;qué hacemos
con el resto de los bloques de contenido? La respuesta es sencilla, lo mismo.

Numeros

En el bloque de «Numeros», sin ir mas lejos, nos encontramos con multitud de oportunidades para introducir
contenidos desde la resolucion de problemas. Desde técnicas de recuento sistematico en 1. ESO (Gairin y Sancho,
2002) (figura 1), iniciando un recorrido que terminaria en 4.” ESO con situaciones de combinatoria mas complejas,
hasta la deduccion de las propiedades de las potencias, pasando por situaciones de estimaciéon donde se ponen en
juego ideas de proporcionalidad (Beltran-Pellicer, 2020b).

Figura 1. ;Cuantos triangulos hay en la figura?
Actividad de conteo no trivial que requiere de procedimientos sistematicos

Proporcionalidad

El fenémeno de los videos educativos alojados en plataformas en linea no es nuevo. El alumnado de secundaria vy,
en menor medida, el de primaria, dedica gran parte de su tiempo de ocio a las redes sociales, entre las cuales se
encuentran servicios y aplicaciones donde se comparten videos. De esta forma, es natural que utilicen estas pro-
ducciones para ayudarse en sus estudios. Los numerosos videos educativos en linea disponibles actualmente estan
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dando lugar a un area emergente de investigacién acerca de su grado de adecuacion (Beltran-Pellicer, Giacomone
y Burgos, 2018). La existencia de videos con argumentos poco precisos o procedimientos incorrectos, unida a la
natural diversidad de niveles algebraicos utilizados, sugiere que los docentes deben ser cuidadosos seleccionando
y recomendando aquellos videos que mejor se adapten a su alumnado. Esto ha dado lugar a realizar diversas ac-
ciones formativas en el ambito de la formacion inicial de docentes (Burgos, Beltran-Pellicer y Godino, 2020).
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Figura 2. Estrategia intuitiva de un alumno al resolver
un problema de repartos inversamente proporcionales

{Por qué no arrancar el aprendizaje de los repartos desde la resolucion de problemas? En Martinez-Juste, Mufioz-
Escolano y Oller-Marcén (2019) se describen las estrategias intuitivas que ponen en juego los alumnos cuando tratan
de resolver repartos inversamente proporcionales, sin haber recibido instruccion previa en ese sentido (figura 2).

Conclusiones

Cuando sale el tema de la ensenanza a través de la resolucion de problemas es comtn escuchar expresiones del
tipo «es que se quedan ahi, ni leen», «no saben hacer nada», y «termino explicando yo en la pizarra». Partiendo
de que algo si que sabran hacer, lo que ocurre es que es posible que apenas se hayan visto en la tesitura de tener
que leer y poner en juego lo que ya saben. Esto da lugar a que nos agobiemos, porque puede dar la impresion de
que no se avanza.

Esta resistencia inicial no es otra cosa que una ruptura del contrato didactico, un cambio en la cultura de aula.
Y se ha descrito multiples veces en la literatura especializada lo que ocurre si vas con un enfoque a través de la re-
solucion de problemas a una clase acostumbrada a otra cosa (Sullivan, Knott y Yang, 2015). Es algo que se solu-
ciona, en términos de los autores, con coherencia incansable (relentless consistency). No es cosa de un dia o dos, no.
Se trata de un trabajo continuo desde un enfoque en el que cambian las reglas del juego. Si observamos que el
alumnado no lee el enunciado, ¢la soluciéon pasa por leérselo nosotros? Si observamos que el alumnado no pone
en juego conocimientos que ya posee, itenemos que ponerlos nosotros sobre la mesa? ;Qué tipo de actividad ma-
tematica tiene lugar en clase? ;Hay actividad matematica? Desde luego, no es dejar a los alumnos en la selva, sino
proporcionar el andamiaje necesario.

Easy
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Obviamente, este enfoque de constructivismo dirigido necesita tiempo. Aunque habria que reducir el ntimero
de procedimientos que ensennamos, también hay que diferenciar entre lo que sefiala el curriculo (que también tiene
un bloque | que daria para hablar largo y tendido) y lo que aparece en ese otro curriculo de facto que son los
libros de texto. Lo que est4 claro es que también necesita de preparacion. Por eso, desde aqui reivindicamos la ne-
cesidad urgente de que los planes de formacién continua contemplen las didacticas especificas.
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Explorando el bloque 1:
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El bloque 1 del curriculo, «Procesos, métodos y actitudes en matematicas», desgrana una larga lista de contenidos
a tratar a lo largo del curso, que en muchas programaciones hemos ido diluyendo de manera muy general en el
desarrollo del resto de bloques de contenido. Sin embargo, es posible que algunos, o muchos de ellos, se queden
sin ser tratados de forma especifica en algin momento del curso.

En nuestro centro, llevamos unos cuantos anos trabajando en varios cursos este bloque de forma especifica du-
rante todo el curso, independientemente de lo que se pueda incidir en el resto de bloques. Para ello hemos esta-
blecido un programa de retos o desafios, como les llamamos, de caracter quincenal. El alumnado los va recogiendo
en un cuaderno dedicado exclusivamente a ellos o los presenta en formato digital en el caso de tener que trabajar
con GeoGebra, hoja de calculo u otro software. Cada quince dias se recogen los cuadernos y se revisan y comentan
los trabajos entregados. Todo ello forma parte de la evaluacion, integrando de esta manera este primer bloque
con el resto de contenidos.

Consideramos que las propuestas mantenidas en el tiempo, como estos retos o desafios periddicos, junto con la
confeccion de un cuaderno de clase especifico para ellos, contribuyen a desarrollar actitudes como la constancia,
la responsabilidad, la perseverancia... Es decir, contribuyen a la consecucion de algunos de los estandares recogidos
en este bloque como, por ejemplo, estos:

— Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer matematico.

— Superar bloqueos e inseguridades ante la resolucion de situaciones desconocidas.

— Reflexionar sobre las decisiones tomadas, valorando su eficacia y aprendiendo de ellas para situaciones si-
milares futuras.

De esta forma de trabajo surgi6 la idea de realizar desafios conjuntos entre grupos distintos, de manera que
necesitasen colaborar entre ellos para conseguir resolver el reto lanzado. Asi, elaboramos una propuesta para los
alumnos de 1.° y 2.° de Bachillerato que les obligara a contactar entre ellos, puesto que habiamos detectado que
no tenian ningun tipo de interaccién y nos parecié importante, que en un centro pequeno como el nuestro, tuviesen
mas relacion personal. Este objetivo no estamos muy seguros de haberlo conseguido, tuvieron que hablar entre
ellos, pero la interaccion fue bastante limitada.

Sin embargo, si que se despert6 curiosidad por la primera propuesta, y eso nos llevo a elaborar una segunda.
A continuacion las describimos.

Mensaje oculto

Nos pareci6 atractivo orientar este reto hacia los mensajes cifrados: descubrir al compaiiero al que solicitar la clave
que permitiera descifrar un mensaje oculto.

Asi pues, cada alumno recibia en un sobre una cuadricula 9 X 9 con algunas celdas coloreadas y una hoja con
la tarea que tenia que realizar para descifrar el mensaje que iba oculto en otra cuadricula rellena con letras.
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LIA|N|S|P|D
EITA|C|F | I |E
L{H|O|L|O]|E
RI{A|M|N|B|R
AfM|C|A|B]|I

S{R|A|JE|C|O

Evidentemente, la rejilla de colores que recibian no servia para encontrar su mensaje. Eira necesario encontrar,
en primer lugar, a la persona que tenia la que les servia como clave.

RMLUFJAJDd >0UVIAF

El nombre de dicha persona se encontraba, como no, encriptado, con un método del que se daban dos pistas
que les permitiera llegar a él:

— Libertad, igualdad, fraternidad
— 60 Great Queen Street, Covent Garden, London WC2B 5AZ, England

La primera sensacién de que habiamos conseguido captar la atenciéon de nuestros alumnos, la tuvimos al dia
siguiente cuando, al entrar al instituto, nos mostraron su triunfo con amplias sonrisas de satisfaccion por haber
encontrado los nombres de los companeros a los que pedir la cuadricula.

Esta segunda parte del reto cost6 un poco mas porque no tenian mas informacion que las dos cuadriculas: la
coloreada y la rellena de letras. Una vez encontraron que se trataba del método de replla, llegar a desencriptar el
mensaje resulté una tarea sencilla.

Para preparar esta propuesta necesitabamos 21 frases de 36 letras que las conseguimos ajustando frases del
libro de Omar Khayyam, Rubaiyat, y preparar 21 rejillas de colores distintas. Partiendo de la rejilla de la imagen,
formada por subcuadriculas 3 X 3 numeradas del 1 al 9 y sucesivamente rotadas 90°, se iban seleccionando los
numeros del 1 al 9 de distintas maneras, consiguiendo con ello rejillas totalmente distintas.

N W~ P =

B~ [0 | oo | U1 | N
~N (0| WOW O oW
W[ o | W ]|]W |00 |
N e oy | | B
RN W N

Por dltimo, con un poco de orden, establecimos para cada alumno, de qué compaiiero tenia que recibir la rejilla
y a quién deberia de darla, alternando alumnado de uno y otro curso.
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{Qué hay detras?

En esta segunda propuesta, el objetivo que nos planteamos fue que conociesen personajes matematicos de todos
los tiempos. La resolucién de unos problemas les iba dando pistas para acercarse a su personaje.
El material que pusimos a disposicion de cada alumno fue el siguiente:

— Un documento con 4 problemas, distintos para cada uno,

en la medida de lo posible variados, que abarcaban as- L MR S
os di 1 | Cristina 1| KONISBERG
pectos de bloques de contenidos diferentes. 5 | Trene
— Una hoja con dos tablas: una de ellas con los nombres de |3 | Oscar > | PARIS
todos los alumnos del bachillerato, de los dos cursos, nu- ;' ‘élb; 1
. abrie
merados, y en la otra 10 filas con nombres de ciudades o [¢ 7 3| SELASCA
con anos. 7 |IinL 4| 1540
, 8 | Sandra
Cada alumno debia resolver los cuatro problemas. La solu- 9 | Loca 5| 1825
ci6n de cada uno de ellos le daba los datos para encontrar al |10 | Asier
alumno a quien solicitar el nimero de la clave correcta. Es decir, g ;e“g;‘? 61897
, - , eatriz
cada alumno debia contactar con 4 compafieros que le darian [ 7370
. N o g 7|HALLE
el nombre de ciudades y anos que le servirian para encontrar el |14 ] Andrea
dato oculto, que era un personaje matematico. 15 | Natalia sl1918
. .. 16 | Javier
En este desafio tuvimos que preparar 44 problemas distintos, 7 Suca
que los obtuvimos de diversas ediciones del Concurso de Primavera |18 | Nicolas 2| 1815
de Matemdticas, y localizar lugar y fecha de nacimiento y falleci- |19 | Ana 0| LISBOA
: : £t / . 20 | Laura
miento de 21 personajes matematicos. La parte mas laboriosa Tar®
arlos

fue la asignacion de alumnos y claves para que cada uno tuviese
que solicitar los datos que necesitaba a 4 companeros distintos.

En la imagen siguiente se muestra uno de los problemas. Su solucién es 694/21, por tanto el alumno que lo re-
solvi6 deberia pedir al alumno 21 (Carlos), la clave 4 (1540).

N° Problema Clave

En una ciudad, el cociente entre el numero de
mujeresy el de hombreses 11/10. Sila mediade | _4/uwwno: Denominador

1 las edades de las mujeres es 34 afios y la media de
las edades de los hombreses 32 afios, écual es la Clave: Unidades del
media de las edades de todala poblacién, en numerador
ahos?

Con los cuatro datos, dos ciudades y dos anos, tenian informacion suficiente para encontrar de qué matematico
o matematica se trataba. La actividad se completaba con una breve resena del personaje y sus aportaciones a las
matematicas.

En ambos casos, en las dos actividades comentadas, debian recoger y detallar en su cuaderno del bloque 1,
todo el proceso seguido para la realizacion de estos desafios.

Si estos retos los proponemos como un juego colectivo, la preparacion de los mismos resulta para nosotros tam-
bién un juego, que mantenemos también durante este curso con un nuevo y diferente reto conjunto.

Referencias bibliograficas

KHayyam, O. (1999), Rubaiyat, Edicomunicacion, Barcelona.
Concurso de Primavera de Matemdticas, Asociacion Matematica Concurso de Primavera, Madrid.
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Un problemita de probabilidad
del siglo xvii

ANTONIO M. OLLER MARCEN
(Centro Universitario de la Defensa de Zaragoza)

Las evidencias histéricas de que el juego acompana al ser humano desde su origen son abundantes. Por ejemplo,
existen documentos que hablan de versiones antiguas del ajedrez en el siglo V11, y el go aparece ya mencionado en
las Analectas de Confucio hace unos 2 500 afios. Respecto a los juegos de azar, ya se jugaba a las tabas en la Grecia
y Roma clasicas y restos de juegos de tablero, quizas parecidos al parchis, se han encontrado en ruinas sumerias
de unos 5000 afnos de antigiiedad.

Jugar es una de las actividades humanas que se encuentran en la base y motivan la apariciéon del pensamiento
matematico. De hecho, tanto el azar como la estrategia, ingredientes que forman parte en proporcioén variable de
casl cualquier juego que uno pueda imaginar, son susceptibles de ser abordados matematicamente.

Pese a su antigliedad, el tratamiento sistematico de los juegos de azar tuvo que esperar hasta el siglo XviI. En
el siglo anterior, Cardano compuso un Liber de ludo alee pero no fue publicado hasta 1663. Asi, los primeros pasos
importantes dirigidos a abordar lo que hoy llamariamos calculo de probabilidades se dieron en un intercambio
epistolar entre Fermat y Pascal a mediados del siglo XVII. En esta correspondencia se cita la obra Ars conmutationes,
escrita por el aragonés Sebastian de Rocafull y Espaniol. Desafortunadamente, toda la obra matematica de Rocafull
se perdi6 durante la Guerra de Sucesion, puesto que las tropas borbonicas incendiaron su casa natal en Baguena.

Ya en 1657 Christian Huygens publico su De ratiociniis in ludo alee, que es el primer texto publicado (que se con-
serve) en el que se aborda el tema de forma sistematica.

RATIOCINIIS

IN

LUDO ALE.L

: 2% T lufionuny, quas fula fors mederatar, incerei folent
i I A ol eventus, sttamen in his,quanto quis ad vincendum
€ 2 quim perdendum pre ipiof fitycermam femper hebet de-
"-‘] ‘-«;'Ai"'.} rerminationerm, Ut 0 guis prino jaftu und reflerd fe-
Ll 55255 navium jacere contendat, incertum quidem an vincety
at q.u,,u', verifimilius fit cum cre qudm vincere, reipsd defini-
el calculodque fubducitur, Tta quoque, fi cum aliquo certem
;u.‘ rationg , ut temis lufibas confter vidtoria, stque ego jam vnum
1II:,i.un vicerim incertnm adhue wter noltrom prior tertii victor fie
_':. afurus. Vit quanti exlpectatio mea, & contra quanti illius,
L.|_1 imart debeat, cern fMimo ratiocinio confequi licer, asque bine de-
;uill' 5 (i Judum uti cft imwrfsﬂnm_linqtml: ir_llf._'r oS CONYERETit
quant © major pm:"-aqui q““d .ﬂCPPlftum eft ﬂ:"h’ quin adverfario
wieo tribuenda effee: vel etiam higp ns.m_[ut.um fortensdue meam fic-
;vn!-:u' cupiaty quo ctio me eam iph wlndem aquum (it, A':T"’
hine innumers quilliones exoriri polfme inter ducs , tres, pluréfve
collifores. Camdpne mininme _L'ulgit'll 111_1'|lljllrllh:|du fuppuiraeio » &
fepe utiliteradhibeatirs breviter hic qua ratione aut methodo ex-
pedienda fir cxponam 3 deinde etiamy, quz ad sleam Gvetefices

propri¢ w:'tim:nt,cipimbn. ‘ Sk
Hoc aurem ptrobigue utar fundamento: nimirum , in Lex ludo
canti aftimandun ofe cupelque forem R eapedtationem ad aly.
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La breve obra de Huygens, que ocupa tan solo 14 paginas, comienza con las siguientes palabras:

Aunque en los juegos que solo dependen de la suerte, los sucesos son siempre inciertos, cudnto mas cerca se esta de ganar que
de perder, siempre puede determinarse de modo cierto.

Como quizas pueda deducirse de estas palabras, la obra de Huygens introduce, en cierto modo, la idea de es-
peranza (expectatio). Asi, por ejemplo, podemos encontrar lo siguiente:

Si el nimero de casos en los que me sucede a es p, y el nimero de casos en los que me sucede b es g, suponiendo todos los

casos igualmente proclives, mi esperanza valdra pZigb .

prorostrio 1lL

i numerus cafuum, quibus mihi eveniet s, fir p, nu-
m::: s agtem caluumi tIIJIl'H.I'S mihl evenicr & it g+ lumen-
do ommnes calus xqucin pl'DCll‘n'i efe: cxpt{t.uio mea v

lebije 2207, L
ren T T e e e

El breve tratado termina con cinco problemas propuestos para su resolucion (de alguno se da solo la solucion
numérica). Cabe sefialar que esta practica de incluir listas de problemas, muy comun especialmente desde el siglo
XIX, era extremadamente inusual en la época de Huygens.

3 4 De RaT1oc. 1x Lupo ArLE £,
Problz. Trescollulores A, B& C.Jl‘.unm_xrcs 12 caleulos , quorum 4 albi
& 8 nigri exiftunt, ludunt hic conditione : ur, qui primus ipforum
. v . 5 i ‘1 L
velatis ncu!l\ album calculum elegerit, vincar; & ut prima clectio fie
penes A, fecunda pencs B, & tertia penes C, & tum fequens rurfus
p_-cnus..-\: atque lic dgmccp-. alternatinn. Quaritur, quanam futura
fic ratio illorum{ortium 2

La traduccion aproximada del latin seria esta:

Tres compareros de juego A, By C tienen 12 piedrecillas de las cuales 4 son blancas y 8 negras. Juegan con la condicién de que
el primero que extraiga una piedra blanca con los ojos vendados, gana. Primero elige A, segundo B, tercero Cy asi sucesivamente.
Pregunto, ;cudles seran las razones entre sus probabilidades de ganar?

Como sucede en tantas ocasiones con los problemas de matematicas (lo que quizas deberia hacernos reflexionar
un poco) el enunciado no aparenta sus 350 anos de edad. Sin embargo, la pregunta que plantea Huygens si que
se aparta quizas de lo que se esperaria en un problema actual. No se pregunta por la probabilidad de ganar de
cada uno de los jugadores, sino de la razén entre dichas probabilidades. Evidentemente, ambas cuestiones son
equivalentes (ya que las probabilidades suman 1) pero el matiz es importante. De hecho, en el contexto de un
juego de azar entre varios jugadores, lo importante no es tanto la probabilidad de ganar de cada uno indepen-
dientemente sino la comparacion (multiplicativa) entre dichas probabilidades. Sobre esto volveremos mas adelante,
cuando resolvamos el problema.

Pocos afios después de la obra de Huygens, en 1670, se publico en Campania un libro titulado Mathesis biceps.
Su autor fue el cisterciense espanol Juan Caramuel Lobkowitz, nacido en Madrid en 1606. Entre los numerosos
contenidos que abarca la obra, de cast 2000 paginas, encontramos un capitulo de 24 paginas titulado Aybeia y de-
dicado al azar.

El texto de Caramuel contiene gran cantidad de material original. Por ejemplo, realiza el analisis de un juego
popular en la época en Espana e Italia (segun dice el autor) denominado pasa-diez. Sin embargo, la segunda mitad
consiste en una transcripcion literal de la obra de Huygens (que atribuye por error a un astrénomo danés) que
acabamos de comentar. Hay que decir, no obstante, que también se incluyen dos paginas de comentarios al hilo
del texto de Huygens, que demuestran claramente que Caramuel no se limit6 a reproducir el material.
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IOANNIS CARAMVELIS

MATHESIS

BICEPS.

NVET VS ET N O V. Ao

1 muhmmm X oG n}um\ma FLVENS. . ©
. X xxu. LOGARITHMICA R:.FL'VENS
1. f«rrmn G F-NJ.,\LLS XXIT. COMBINATORIA.
v, CDSMOGRAPHIA XXiv. KYBELA:DE LYDIS.
lv. GEODASIA. XXv. ARITHMOMANTICA, -
VL GEOGRAPHIA. X1Vl TRIGONOMETR.GENER xw:. -
) jvn. CENTROSCOPIA. XXVIL TRIGONOMETR. RECVRRENS.
IVIL ~ OROMETRIA. XXVII. TRIGONOM. ASTRONOMICA.
17K, HYDROGRAPHIA. XX .mmu; 5 uE(,TANn VLVS.
Y HISTIODROMICA. KX, . CIRCINVS. .
1L HYPOTHALATICA. XEXL Ai((.l{lT}'_( TVRA MILITARIS..
XL NECTICA XAAD  MVSICA.
Xill, NAVTICA SVBLVNARIS. XXXNL METALLARIA.
X1V,  NAVTICA ETHEREA. XXXIV. PEDARSICA. 2
Xv.  POTAMOGRAPHIA XXXV. SIATICA. 1
|Xvi. HYDRAVLICA. XX{V1 HYDROSTATICA. .
XVIL AEROGRAPHIA. XXXVIL METEOROLUGIA,, |
1 Tvil. ANE \1OMETN-\ %{&mg‘;}({f&m% } B U
XIDL Pr X 2 ATORIR . z =1
5um RMHH XL RECIILINEA H““‘d"(“‘
pracy_
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CAMPA NIAE,

InOfficind Epifcopali Anno M.DC.LXX, SV PERIORV A4 PERMISS Y,
| Proftant Lugduni apud Laurentm Aniffon.

La mayor parte de estos comentarios son muy interesantes, por cuanto involucran reflexiones relacionadas con la
naturaleza del concepto de probabilidad en un momento en que este ain no estaba bien establecido. Por ejemplo, en-
contramos comentarios sobre la influencia de la forma sobre la equiprobabilidad de los resultados de lanzamientos:

Si jugamos con un dado, todos los nUmeros son igualmente posibles. Si usamos una taba, cuya figura es diversa, algunas partes
destacan.

Y también sobre los valores mas probables al lanzar varios dados:

Si usamos dos dados, el nUmero éptimo es 7 [...] Si finalmente usamos tres dados, los nimeros éptimos son 10y 11.
Como hemos dicho, en el libro de Caramuel se transcriben también los cinco problemas finales de Huygens vy,
en particular el que hemos presentado antes.

Problema IL* Tres collufores A, B, & C
affumentes 12 calculos, quornmg 2lbi, & 8
nigri exiftunt, ludunt hac conditione : ut,
qui primus ipforum velatis oculis album.
calculum clegerit, vincat; & ut prima ele-
&io fit penés A, fecunda pends B, & rertia
penés Cy& tum fequens rurfus pends Asatg;
fic deinceps altematim. Quaritur , quxnam
futura {it ratio illorum fortiom ?

Aunque no es lo que pide el autor, vamos a resolverlo calculando directamente cudl es la probabilidad de que
cada jugador gane el juego. Ademas, suponemos que las extracciones son con reemplazamiento. Huygens no lo
indica, pero se presupone en toda su obra que siempre es asi. Quizas el lector quiera detenerse aqui y tratar de
calcular estas probabilidades por sus propios medios.

Comenzamos por el primer jugador. La probabilidad de sacar una bola blanca es 1/3 y la probabilidad de sacar
una bola negra es 2/3. El siguiente diagrama de arbol ilustra la situacion desde el punto de vista del jugador A.
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Gana
1/3

A Pierde
23
< Pierde

Gana
< Pierde
< Pierde
< Gana
1/3
A etc.

2/3

De este modo, la probabilidad de que gane el jugador A es

2 n
p(A):1+1.&+1.[&] +,.,+l.[&] o9
3 327 31\27 3 (27 19

Se pueden hacer los arboles correspondientes a los jugadores B y C y obtener de forma similar que:

p(B)=15. #(C)=1.

Esto resuelve el problema completamente. Sin embargo, si abordamos la pregunta original que realmente plan-
tea Huygens, hay una forma mucho mas rapida y directa de resolverlo. Recordemos que Huygens (y Caramuel)
no piden calcular la probabilidad de que gane cada jugador, sino las razones entre ellas.

El modo de razonar esta sugerido en el diagrama, pero se puede abordar directamente teniendo en cuenta lo
siguiente. Si el primer jugador pierde, el segundo pasa a ocupar el papel del primero. Como el primero pierde 2/3
de las veces, el segundo se convierte en el primero 2/3 de las veces y esa es justamente la razon entre sus probabi-
lidades de ganar. Del mismo modo, para que el tercero pase a ser el primero, los dos anteriores deben perder, lo
que sucede 4/9 de las veces. Como hemos comentado antes, esta discusion nos permite entender completamente
el juego, sin necesidad de calcular las probabilidades individuales. Nos basta con saber que esperamos que de cada
19 partidas jugadas, A ganara 9, B ganara 6 y C ganara 4.

Por otro lado, este enfoque abre la puerta a introducir el lenguaje de la proporcionalidad aritmética en el ambito
de la probabilidad. Por ejemplo, podemos pensar (de nuevo con un cierto abuso del lenguaje) que la probabilidad
de ganar de un jugador representa «las veces que gana ese jugador por cada vez que se juega una partida». Asi,
retomando la tltima frase del parrafo anterior, de cada partida jugada, esperamos que A ganara 9/19, B ganara
6/19y C ganara 4/19, que son las probabilidades que hemos calculado antes por otros medios mas expeditivos.

Para terminar, planteo aqui dos de los otros cuatro problemas que cierran la obra de Huygens. En ambos, el
propio autor da la solucion numérica (de la que podemos fiarnos, o no). El lector interesado puede tratar de resol-
verlos como mejor sepa.

Problema lll.

A acuerda con B que, de 40 cartas, de las que 10 son de cada palo, sacara 4 de forma que todas seran de diferente palo. Y se ve
que sus probabilidades de ganar son de 1000 a 8 139.

Problema V.

Ay B tienen 12 monedas cada uno y juegan con 3 dados bajo la siguiente condicién. Si salen 11 puntos, A le dard a B una
moneda, pero si salen 14 puntos, entonces B le dard a A una moneda; de modo que ganara el juego aquel que se quede con
todas las monedas. Las probabilidades de victoria respectivas estan en la razéon de 244 140625 a 282429536 481.
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La mirada en el espejo

ANA IsABEL BLASCO NuNoO, CARMEN SOGUERO PAMPLONA Y RICARDO ALONSO LIARTE
(CEIP Ricardo Mallén, Calamocha; Universidad de Zaragoza, Teruel;
IES Salvador Victoria, Monreal del Campo)

En articulos anteriores hemos abordado como apoyar con GeoGebra varios aspectos del aprendizaje de la geo-
metria, como las posiciones absolutas y relativas, la orientacion en el plano o el reconocimiento de las formas geo-
métricas basicas.

Todos estos contenidos, como ya indicamos en su momento, aparecen claramente en el curriculo de Educacion
Infantil, tanto del Ministerio como del Gobierno de Aragon.

Sin embargo, ambas normativas obvian los contenidos referidos a las transformaciones geométricas, es decir,
los movimientos en el plano: traslaciones, giros y simetrias.

Chamorro (2011), en relacion a esta ausencia del curriculo de Infantil, considera que es «muy dificil que el
alumno de esta edad pueda representarse el espacio sin ayuda del movimiento, primero realizado y después inte-
riorizado, pudiéndose llegar a una codificacion incipiente que dé pie a la apropiacion de un vocabulario, que de
otra manera es aprendido sin sentido por el alumno».

Haciendo propias estas reflexiones, nos centraremos en esta parte de la geometria, las transformaciones de las
figuras que, aunque no aparezca en el curriculo, si que se trabaja con frecuencia en las aulas por su relacién con
muchos aspectos de la realidad en que los ninos estan inmersos.

De los tres posibles movimientos, nos centraremos en las simetrias, y en particular en la simetria axial, dada la fa-
cilidad de trabajar con ellas de forma grafica, y las posibilidades que en este sentido ofrece el programa GeoGebra.

Como en otras ocasiones, insistimos en los beneficios de utilizar material manipulable para abordar estos con-
tenidos. Sin embargo, el uso de aplicaciones GeoGebra de forma colectiva mediante la pizarra digital interactiva
puede fomentar el intercambio de pareceres, la reflexion y la puesta en cuestion de las propias afirmaciones.

Las actividades que describimos a continuaciéon abordan las simetrias con dos formas de trabajar diferentes:
completar una figura a modo de un puzle y completar la mitad de un dibujo simétrico con trazos.

Todo el material se encuentra recogido en el libro GeoGebra al que se puede acceder en el siguiente enlace.

Pasamos a realizar una breve descripciéon de todas ellas, manteniendo un orden de menor a mayor dificultad
en cada parte.

Simetria con PIEZAS

Las de la primera coleccion responden al modelo de un puzle. Los alumnos deben reproducir la mitad de una
figura (o la figura completa) a base de colocar partes de la misma, de modo que el resultado sea simétrico. La com-
ponen cuatro actividades:

Puzle esquimal

Se trata de una sencilla actividad en la que aparece la mitad del cuerpo de un
esquimal que ha pescado. La otra mitad esta descompuesta en piezas que los
ninos deben colocar de manera que aparezca un cuerpo completo y simétrico.

Por su facilidad, es idonea para el trabajo individual en un equipo de tipo
tablet. Aunque no dispone de una autocorrecciéon automaticas, la formacion
correcta del cuerpo del esquimal es suficiente confirmacion de que la activi-
dad se ha realizado bien, permitiendo asi cierta autonomia en los alumnos.



https://www.geogebra.org/m/u4cetfsg
https://www.geogebra.org/m/fqhXAYVt

La mirada en el espejo

En el siguiente enlace se puede ver un video de su uso en el aula con esta configuracion, trabajando de forma in-

dividualizada con un nifio con necesidades educativas especiales.

Une los tipis

En esta actividad la dificultad es mayor que en la propuesta anterior,
ya que las figuras tienen un aspecto geométrico mas abstracto y hay
gran similitud entre las distintas piezas.
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En ella se presenta una coleccion de triangulos rectangulos deco-
rados con formas de colores. Dos de ellos, unidos, conforman un tipi
(tienda o vivienda tipica de los indios americanos).

El desarrollo es sencillo: La pantalla esta dividida en dos partes.
Las piezas de la izquierda son fijas, y los alumnos deben de formar
los tipis correctamente desplazando la mitad situada a la derecha y
colocandola justo al lado de aquella fija que es su simétrica.
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Los colores y la decoracién de las tiendas son similares, lo que da cierta dificultad al ejercicio y exige atencion

por parte de los nifios.

Pinchos de colores

La actividad propone un dibujo realizado con circulos de colores (similar al popular juego de los pinchos) y un es-
pacio vacio a la derecha con circulos méviles. En un principio, se puede jugar a reproducir el dibujo tal y como
es, para después, mediante las preguntas e indicaciones oportunas, acabar realizando el simétrico respecto del eje
de simetria trazado en el centro de la pantalla.
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Los dibujos disponibles (paraguas, casa, caracol y barco) se se-
leccionan mediante casillas de verificacién, y se puede cambiar el
idioma en que aparecen estas palabras mediante las banderitas (cas-

El funcionamiento es sencillo: se selecciona el idioma deseado y
la casilla de la figura que deseamos realizar. Entonces, siguiendo el
modelo, se deben arrastrar los circulos de los distintos colores, que
aparecen abajo a la derecha, hasta el sitio que les corresponda para
reproducir la misma imagen o la simétrica.

o0 © o tellano, inglés y francés).
000 00 o0 ©
000000606 | 00000
00000 [
o 000

Por otra parte se puede promover la observacion sobre la existencia
de simetrias en los dibujos iniciales, y plantear otro tipo de actividades,

como el recuento de circulos de distintos colores, comparacion del nimero de estos, viendo de qué color hay mas, etc.

Juego de simetria

Siguiendo el modelo de la actividad anterior, este escenario per-
mite realizar dibujos libres con los circulos de colores. Se pueden
realizar, tanto dibujos simétricos, como el trazado del simétrico
de un dibujo como si se viera en el espejo.

Para afianzar el concepto de simetria se propone también tra-

pequenos no sean capaces de seguir una actividad asi.

El uso de la cuadricula facilita el recuento de unidades de dis-
tancia que asegura la simetria, suponiendo una introduccién a la
medida de distancias con unidades arbitrarias, incluso un acer-
camiento a la definicion mas estricta de simetria.

bajar con un eje horizontal, aunque es posible que los nifilos mas ..:



https://www.youtube.com/watch?v=ZXSakrAzeXs
https://www.geogebra.org/m/QD9zg6zE
https://www.geogebra.org/m/YPFMHAx3
https://www.geogebra.org/m/u4cetfsg#material/acdaqrf3

La mirada en el espejo
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Simetrias con TRAZOS

En esta coleccion de actividades los ninos deben completar la mitad de un dibujo a base de trazos, con lo que,
ademas de la simetria, se esta trabajando la motricidad fina y el control del trazo. Comentamos a continuacién

cuatro propuestas de trabajo.

Casa simétrica

En esta propuesta se presenta el dibujo de media casa realizado
con trazos de colores, y una linea discontinua vertical que repre-
senta el eje de simetria o el espejo que permite visualizar la figura
entera. Para completarla, cada una de las partes dibujadas de la
casa puede recorrerse con un punto: el tejado, el suelo y pared la-
teral, la ventana y la puerta. Al ir desplazando uno de esos puntos
sobre los segmentos a los que esta anclado (en la mitad dibujada),
se va «copiando» en la otra parte, de manera que se consigue com-
pletar el dibujo de la casa al trazar la mitad simétrica que faltaba.El
boton de actualizacion situado en la parte superior derecha permite
volver a realizar la actividad.

En el siguiente video se puede ver una puesta en practica en
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el aula de esta propuesta. Resulta una actividad muy satisfactoria para los nifos por el efecto «magico» del trazado

simétrico.

Tienda simétrica

Q

En esta actividad interactiva se muestra una propuesta similar a la anterior:
puntos con los que se recorren los segmentos que forman la mitad de la
tienda, con los se completa el dibujo de un tipico tipi indio en la parte de la
derecha. Ademas, se muestran cuatro puntos con los que se pueden realizar
trazos distintos. Uno de ellos, el morado, dibuja un segmento. El verde per-
mite realizar un dibujo libre, introduciendo un punto creativo en la activi-
dad. Para poner en marcha el amarillo se dispone de un deslizador que al
moverlo va dibujando lineas curvas que se entrelazan sobre el tipi. Y el punto
rojo, al igual que los negros, repite la misma forma en la parte derecha al
recorrer la linea poligonal. Ademas, se ofrecen cuatro circulos (dos amarillos
y dos rojos) para que los nifios completen la decoracion de la tienda. La co-
locacion de estos elementos nos mostrara si realmente estan comprendiendo

el concepto de simetria, puesto que debe atender, no solo a las formas sino también a los colores.

El siguiente video muestra el uso de esta actividad en el aula.

Tu dibujo simétrico

y, al tiempo que se trazan, aparecen las lineas simétricas corres-

pondientes al otro lado del ¢je de simetria. Permite desarrollar mas
la creatividad de los alumnos al tiempo que se facilita la compren-

sion de la simetria grafica, al ser esta perfecta, al margen de los tra-

Esta actividad, complementaria de las anteriores, muestra un es-
cenario similar, pero en el que no aparecen mas que cuatro puntos :
que permiten dibujar lineas libremente. Cada trazo es de un color

zos de los ninos.
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https://www.geogebra.org/m/Zp8mBxbQ
https://www.youtube.com/watch?v=L8dSqeV6H6E
https://www.geogebra.org/m/R5UzNgya
https://www.youtube.com/watch?v=KcgByWN1a-U
https://www.geogebra.org/m/wMDPNZy5
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Para que los puntos «dibujen» la casilla de verificacion correspondiente al color debe estar activada. Y la desac-
tivaremos para desplazar los puntos sin dibujar, buscando un nuevo punto de inicio del trazo.

Completa la mariposa

Esta ultima actividad se diferencia de las anteriores en que, si hasta ahora el trazado de la parte simétrica era au-
tomatico a partir del dibujo inicial, en este caso los nifios deben trazar a mano alzada la mitad de un dibujo simé-
trico, teniendo a la vista la otra mitad. Se trata de una vistosa mariposa de colores.
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Por si la actividad resulta muy dificil, mediante una barra deslizadora se puede mostrar con distintos grados de
transparencia, la parte que falta. Asi los nifios solo tienen que repasarla.
Se dispone de un ejemplo de aplicacion en el aula en el siguiente video.

Todos los dias, al levantarse, los ninos interpretan la simetria de su propio cuerpo en el espejo. Con estas acti-
vidades proponemos redirigir esa mirada, que atin no tiene sentido matematico, hacia una progresiva comprension
de este concepto geométrico.
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https://www.geogebra.org/m/muAgmwhB
https://www.youtube.com/watch?v=oEDziM_UOcQ
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