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Esta cronica va a ser la ultima que escriba como presidente de la SAPM. La actual junta cumple cuatro afos y de

la asamblea de este inicio de curso (que sera en noviembre y que convocaremos oportunamente) debe salir la per-
sona que ocupe la presidencia y la nueva junta. Asi que quiero aprovechar este espacio para hacer un llamamiento
a todos los socios, para que acudan a la asamblea, por supuesto, pero también para que se involucren en el trabajo
que se realiza desde la junta. Da lo mismo figurar con un cargo, lo importante es aportar ideas y trabajo para
llevarlas a cabo.

Cuando empecé a pensar qué escribir en esta Crénica se me ocurrié hacer una lista de deseos que nos podriamos
plantear como sociedad de profesores de cara al curso que acaba de empezar. Uno de esos deseos es el que he puesto
en el parrafo anterior: que mds socios se involucren en la puesta en marcha de actividades creadas y por crear. Pero
también necesitamos incrementar nuestro ntimero de socios. Tras varios aflos de crecimiento constante, en los dos
ultimos estamos estancados.

El inicio de curso es un buen momento para explicarles a los compaferos nuevos (y a los viejos también) qué es la
SAPM y la FESPM. Y contarles que la cuota de socio da derecho a descuentos en jornadas, cursos o congresos orga-
nizados por cualquiera de las sociedades federadas, ademas de recibir los tres nimeros anuales de Suma. Pero también
sirve para que podamos seguir organizando las actividades que llevamos a cabo. En definitiva, se trata, como siempre,
de asociarse para buscar un objetivo compartido, que en este caso es la mejora de la enseflanza y el aprendizaje de
las matemdticas. También el inicio de curso es el momento de pensar en nuevas actividades que se puedan lanzar

desde la SAPM.

Que ya que estamos con deseos, siendo mdas ambiciosos, deberiamos incluir en nuestra lista que nuestro Departa-
mento de Educacién se tome en serio, por fin, el objetivo citado en el parrafo anterior. Ya comentamos que se ha
hecho un buen trabajo en la redaccién del curriculo (siempre mejorable, claro), todo partiendo de una decision
acertada a la hora de nombrar a algunas personas. Pero es que, en ocasiones, parece que las direcciones generales,
mas que colaborar entre ellas se ponen zancadillas unas a otras. Hay que seguir dando pasos y plantear una formacion
del profesorado de calidad y continuada, si se pretende que la nueva normativa produzca resultados a largo plazo.
Pero también hay que hacer un esfuerzo por recopilar las buenas practicas que se estén poniendo en practica en
Aragdn y crear una red que conecte a los docentes de cara a que se compartan y mejoren estas buenas practicas. Si
hay voluntad, existen modelos institucionales de otras autonomias en las que fijarse. O seguro que aqui somos
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capaces de crear nuestro propio modelo, acorde con nuestras caracteristicas y que sea capaz de valorar y sacarle ren-
dimiento a todo nuestro potencial.

Aunque pueda parecer una reclamacion sindical, no nos podemos olvidar entre nuestros deseos para este curso que
se mejoren las condiciones del profesorado, tanto a nivel de horas lectivas como de recursos disponibles, asi como
la reduccion de la ratio. Estos aspectos repercutiran, sin duda alguna, en la mejora de la ensefianza.

A dia de hoy, la SAPM no tiene planteadas grandes novedades de cara a actividades nuevas. Pero el curso promete
estar bastante repleto. Quizas lo mas gordo es la celebracion de nuestra V JEMA. Asi que desde ya os animo a que va-
yais preparando vuestras comunicaciones para presentarlas. [remos informando de los plazos; de momento, tenemos
que montar la comision organizadora, asi que se admiten personas voluntarias.

Vamos a repetir la Semana de las Matematicas en la calle en Aragon. El curso pasado fue la primera edicion y la sa-
tisfaccion de los centros participantes nos ha animado a volverla a lanzar. Por supuesto, estamos deseando que mas
centros se sumen a la iniciativa. Necesitamos mds de todas las provincias pero, especialmente de Huesca. Si queréis
mads detalles sobre la actividad podéis visitar la web <https://sites.google.com/view/matematicasenlacalle-te/> o es-
cribirnos al correo de la Sociedad <sapmciruelos@gmail.com>.

El curso pasado decidimos alternar cada afo el concurso de microrrelatos y el de radionovelas. Si este 2022 tuvimos
las radionovelas, en 2023 convocaremos los microrrelatos (quizas con alguna sorpresa).

Y jcomo no!, tendremos olimpiadas. En plural, que como sabéis el curso pasado ya tuvimos tres modalidades: 5.°-
6.° de primaria, 1.>-2.°c de ESO y 3.°-4.c de ESO. En estos momentos estamos configurando los equipos para organi-
zarlas (de nuevo se admiten nuevas incorporaciones) y replanteandonos algunos aspectos de la estructura. En todo
caso, esperamos retomar el pulso anterior al 2020.

Entorno Abierto se publica cada dos meses y en sus cuarenta y siete niumeros anteriores el boletin se distribuyo en la
fecha que marca su cabecera. Ricardo Alonso desde el inicio y Julio Sancho unos nimeros después, han trabajado
denodadamente para que esto fuera asi. Observaréis que este numero llega casi medio mes tarde; tras el trabajo de
Ricardo y Julio, habitualmente yo tengo que dar los ultimos toques para el cierre definitivo. En esta ocasion, me ha
resultado imposible hacerlo en fecha.

DANIEL SIERRA Ruiz
Presidente de la SAPM

sapm.es
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Cronica del seminario de la FESPM
Matematicas inclusivas - Parte lll

por
PABLO BELTRAN-PELLICER
(Universidad de Zaragoza)

Terminamos con esta entrega la serie de articulos dedicados a la cronica del seminario «Matematicas inclusivas».
Se trata, sin duda, de un tema interesante que merecia la pena ser contado con detalle.

Conferencia de Begona De la Iglesia Mayol
;Cudndo podemos afirmar que una prdctica es inclusiva?

La tercera de las conferencias, a cargo de Begona De la Iglesia, se focalizo en las caracteristicas que definen a una
practica como inclusiva. Comenz6 sefialando que un docente no solo ha de poseer conocimiento del contenido,
sino también de su didactica, y que en su desarrollo profesional hay que articular ambos. No se trata tanto de la
btsqueda de recetas, como de incorporar un ciclo de mejora practica-analisis-teoria al quehacer docente.

En consonancia con las anteriores ponencias, en esta también se incide en la necesidad de centrarse en las com-
petencias, entendidas como lo que puede hacer el alumnado, mas que en las carencias. Esto implica un concepto
de equidad que conlleva un cambio de enfoque. Para fundamentar esta necesidad de cambio, la ponente adelanta
desde el principio que se apoyard en dos dimensiones que se complementan: desde las aportaciones cientificas y
desde algunas historias de vida.

Antes de presentarnos a los personajes de las historias de vida, nos invit6 a compartir nuestras opiniones acerca
de un par de obras de arte (figura 1). Y es que la primera de ellas es una obra de Judith Scott, una artista visual
con sindrome de Down y sordera profunda que no le impidi6 hacer sugerentes y enigmaticas composiciones, lle-
gando a ser expuestas en grandes museos. Existe un documental ;Qué tienes debajo del sombrero? (Barrera y Penafiel,
2006) que narra su vida. La pregunta que surge es... ;qué habria pasado si solo hubiésemos sido capaces de ver
las limitaciones del sindrome de Down?

La segunda obra es de Paul Smith, artista que naci6 con una severa paralisis cerebral que le impedia incluso
comer, vestir o banarse por sus propios medios (<https://youtu.be/xUxdsONJYx0>). Sin embargo, consiguié

Figura 1. Obras artisticas de Judith Scott (izquierda) y Paul Smith (derecha)
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aprender a utilizar una maquina de escribir para «pintar». Tanto la historia de Smith como la de Scott tienen en
comun el ti puedes, junto con otros elementos: resiliencia y apoyos (facilitadores). El arte surge en ambas historias
con un objetivo claro para mejorar la calidad de vida, algo que podemos trasladar al centro educativo. Asi, el arte
se configura como un instrumento para expresarse en plenitud, lo que puede enlazar con la concepcion de las
matematicas como arte. Ademas, estas historias nos muestran que, aunque las dificultades y las carencias son evi-
dentes, se trata de hacer visibles las capacidades y potenciarlas.

A continuacion, al igual que ocurri6 en la primera ponencia, Begonia De la Iglesia compartié unas reflexiones
sobre lo que dice la legislacion acerca del alumnado con necesidad especifica de apoyo educativo (ACNEAE). Para
ello se sirvi6 del correspondiente decreto de las Islas Baleares (Articulo 13.2 del Decreto 67/2008, de 6 de junio),
donde se define el término en un sentido amplio:

a) El alumnado con necesidades educativas especiales que requiere, durante un periodo de escolarizacién o durante toda la es-

colarizacién, determinados apoyos y atenciones educativas especificas derivadas de una discapacidad, de trastornos graves de

conducta o emocionales o de trastornos generalizados de desarrollo .

b) El alumnado con dificultades especificas de aprendizaje causadas por trastornos del aprendizaje, trastornos por déficit de

atencién con o sin hiperactividad y trastornos graves del lenguaje.

¢) El alumnado con altas capacidades intelectuales.

d) El alumnado con un desfase curricular de dos o mds cursos por condiciones personales graves de salud o derivadas de

factores sociales, econdémicos, culturales, geograficos y étnicos.
e) El alumnado de incorporacion tardia en el sistema educativo.

A pesar de esta definicion de ACNEAE, en la normativa se siguen viendo algunas incoherencias que no termi-
nan de facilitar del todo una escuela inclusiva.

El concepto mismo de dificultades de aprendizaje muchas veces se tiende a confundir. Es lo que nos recuerda
la ponente, en primer lugar, mediante la definicion de Rigo (2005):

Pero, qué decir de los sujetos que ven bien, escuchan bien, controlan sus movimientos, tienen una inteligencia normal o superior

a la normal y tienen un desarrollo emocional no patoldgico. Pero, sin embargo, fracasan en los aprendizajes escolares (lectura,

escritura y/o matematicas), sin que haya factores instruccionales o de deprivacion cultural que, por si solo, puedan explicar

dicho fracaso?

Aqui si que hay discrepancia y paradoja, pues lo que encontramos no es el que esperdbamos encontrar. Estos alumnos que no

aprenden, cuando lo deducible era que lo hicieran sin especiales problemas, son los que nos plantean verdaderos retos intelec-

tuales.

Las dificultades de aprendizaje incluyen dislexia, disgrafia, disortografia, discalculia y dificultades para la reso-
lucién de los problemas matematicos. Ahora bien, conviene tener claro que no es lo mismo una persona con difi-
cultades hacia las matematicas que una persona con dificultades de aprendizaje hacia las matematicas.

Algunas interpretaciones del calificativo ACNEAE (la ponente, en realidad, utiliz6 el acronimo NESE) chocan
con una concepcion inclusiva y equitativa de la escuela. Por ejemplo, que ser ACNEAE implica poder recibir apo-
yos. Como si a este alumnado se le permitiera hacer trampa, es algo perverso. Esta interpretacion, ademas, conlleva
una vision del sistema centrado en las carencias, no en las capacidades del alumnado.

La ponencia, una vez explorada la dimensién de las historias de vida y la reflexion sobre la legislacion, enfoca su
mirada hacia la investigacion. ;Qué aporta? En primer lugar, que el modelo de ensenanza condiciona el aprendizaje
y, en segundo lugar, que las metodologias tinicas no facilitan formas alternativas de pensamiento. Sin embargo, ade-
mas del empleo de diversas estrategias metodologicas (proyectos, rincones, gamificacion, estrategias metacognitivas,
ambientes, contratos de aprendizaje, aplicaciones TIC, grupos cooperativos, talleres, tutoria entre iguales, grupos
interactivos, etc.) hemos de ir mas alla e identificar qué es lo que hace que estas actividades sean inclusivas.

Diversos autores, como Ainscow, Booth y Dyson (2006) han desarrollado guias con indicadores de buenas practicas
inclusivas. Estos indicadores se pueden agrupar en tres categorias interrelacionadas: presencia, progreso y participa-
ci6n. Presencia, porque el alumnado al completo debe estar presente en todas las actividades del grupo de referencia.
Participacion, porque ademas de estar presente, todo el alumnado debe participar, lo cual no implica que todos par-
ticipen de la misma manera, sino que deben plantearse actividades con multiples posibilidades. Progreso, porque
para que sea una situacion de aprendizaje, todos deben progresar en su aprendizaje, aunque no lo hagan de la misma
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manera. De fondo, adicionalmente, tenemos la cuestion de la autonomia. Es decir, que se fomente la autorregulacion
y la consciencia sobre el proceso de aprendizaje, a través de, por ejemplo, la evaluacion formadora.

Para analizar qué apoyos, a quién, cuando, donde, etc., Begonia De la Iglesia nos propone el modelo Respuesta
ala Intervencion (Rtl, Response to Intervention). Este modelo presenta un sistema basado en los apoyos y busca adaptar
al maximo la intervencion a la respuesta del alumnado, en un proceso ciclico en el que continuamente se evaltia
y adapta la intervencién. La clave esta en que no se espera a que un alumno o una alumna tengan dificultades
diagnosticadas, sino que la intervencién tiene un caracter preventivo. Los apoyos se ofrecen en capas:

— Nivel 1, apoyo uniwersal: ensenanza de alta calidad y apoyo en general para todo el alumnado.

— Nivel 2, apoyo estratégico y suplemental: se trata de intervenciones adicionales para estudiantes que necesitan
mayor ayuda en destrezas especificas. Podemos pensar en los apoyos que se llevan a cabo en grupos reducidos
heterogéneos (algo indisoluble de la escuela inclusiva que tiene a la equidad como objetivo).

— Nivel 3, apoyo intensivo e individualizado: Serian aquellas intervenciones disenadas especificamente para cubrir
las necesidades tnicas de estudiantes individuales.

Este sistema de apoyos permite observar la respuesta del alumnado a diferentes niveles de apoyo, evitando la
catalogacion de dificultades antes de la intervencion, que puede caer en el mero etiquetado. Al mismo tiempo, en
consonancia con las caracteristicas de una escuela inclusiva, permite centrarse en las capacidades.

De nuevo, en esta tercera ponencia aparece el Disefio Universal para el Aprendizaje (DUA) (CAST, 2011, 2018)
como forma de concebir la inclusiéon y que supone la eliminacién de barreras, tanto fisicas (el disefio universal
nace originalmente en el ambito de la arquitectura) como cognitivas, para el acceso al conocimiento. En sintesis,
los principios del DUA son los siguientes:

— Proporcionar multiples formas de representacién de la informacion y de los contenidos (diferentes formatos,
materiales, facilitadores visuales, etc.)

— Proporcionar multiples formas de accion y de expresion del aprendizaje (oral, escrita, grafica, motriz, acom-
panamiento del proceso, etc.).

— Proporcionar multiples formas de implicacion (interés, rol, compromiso, motivacion, regulacion, feedback).

El DUA permite que la secuencia de aprendizaje sea la misma para todos, haciendo innecesaria esa distincion
entre alumnado con y sin dificultades. Asi, lleva el foco de las dificultades al disefio de las secuencias didacticas, en
lugar de centrarlo en un alumno en concreto.

En este punto de la ponencia, se establecen algunas conexiones interesantes con las anteriores, especialmente
con la charla de Daniel Ruiz, ya que Begonia De la Iglesia pasa al analisis de actividades y practicas inclusivas. De
hecho, comienza presentando rapidamente una actividad WODB (;Cual es el que no encaja?) como un claro ejem-
plo de actividad para todos. Y, a partir de ahi, enlaza las actividades de suelo bajo y techo alto (SBTA) con el DUA.
(Qué preguntas podemos hacernos para asegurarnos de que estamos ante una actividad de este tipo? Y, mas que
la actividad, que también, hemos de tener claro que sera su gestion la que la termine haciendo inclusiva de verdad:

— (Qué queremos que el alumnado aprenda?

— ¢CGomo aseguraré que todos los estudiantes puedan tener éxito?

— ¢He ofrecido multiples posibilidades de solucion, representacion e implicacion? (DUA)

— (Qué obstaculos podrian presentar los estudiantes? (momentos de bloqueo)

— (Qué facilitadores daré para que superen estos obstaculos?

— ¢Qué preguntas podria plantear para impulsar el pensamiento reflexivo y critico de los estudiantes? (enri-
quecimiento)

— (Qué material podria tener disponible para fomentar la autonomia de los estudiantes? (multisensorial)

Es decir, buscamos actividades accesibles para todo el alumnado, pero que no excluyan a nadie y que, al mismo
tiempo, supongan un reto para todos. Los facilitadores no hay que entenderlos como algo que hace mas facil el
contenido. Facilitan el acceso al conocimiento, que sigue siendo el mismo.
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Si a pesar de las intervenciones en el marco de la escuela inclusiva las dificultades de aprendizaje hacia las ma-
tematicas persisten, entonces es posible que estemos ante un alumno o una alumna con discalculia. Hay pocas
pruebas estandarizadas, pero existen pruebas especificas. Complementando a lo dicho en la primera charla sobre
discalculia, la ponente menciona a Geary (1993) quien distingue entre la discalculia procedimental (estrategias in-
maduras, errores de recuento, lentitud) y la que tiene que ver con la recuperacion de hechos matematicos (que
tiene que ver con la memoria de trabajo y donde los tiempos de respuesta no son siempre iguales).

Las pautas de trabajo con el alumnado incluyen evitar sobrecargar la memoria al proponer tareas y dejar sufi-
ciente tiempo, promover revisiones constantes, enfatizar la construccion del significado mediante la conexion con
experiencias cotidianas o el uso de manipulativos, etc. Se trata, de nuevo, de diversificar la ensenanza y que las es-
trategias puestas en practica puedan ser empleadas de forma auténoma.

En cuanto a la evaluacion, los lectores quiza se hayan percatado de que antes se ha mencionado el calificativo
de formadora. Si bien la evaluacion formativa ya es aquella que va orientada al aprendizaje a partir del uso com-
partido de evidencias y no se queda en una funciéon certificadora (evaluaciéon sumativa), la evaluacion formadora
(Nunziati, 1990) es la que promueve la reflexion y la autorregulacion.

Sesiones de los grupos de trabajo
La planificacién original del seminario consideraba tres grupos de trabajo, dedicados a los siguientes aspectos:

— Grupo 1. Caracteristicas de las tareas adecuadas para fomentar una ensenanza inclusiva de las matematicas.
Materiales manipulativos y tecnolégicos apropiados.

— Grupo 2. Analisis de las dificultades especificas de aprendizaje y las necesidades de apoyo educativo para
planificar acciones que garanticen que cada alumno se vea a si mismo capaz de utilizar su conocimiento
matematico para dar sentido a los problemas del mundo que le rodea.

— Grupo 3. Enfoque y funciones de la evaluaciéon como componente fundamental para garantizar el éxito en
la competencia matematica para todo el alumnado.

Debido a motivos organizativos, los participantes nos dividimos en dos grupos, de manera que uno estaria tra-
bajando sobre las caracteristicas de las tareas inclusivas, mientras que el otro se enfocaria en las dificultades espe-
cificas de aprendizaje y necesidades de apoyo educativo. La evaluacion se abordaria de manera transversal tanto
en uno de los grupos como en el otro.

Conclusiones y reflexion personal

Alo largo de este seminario quedo bastante claro que una tarea o una actividad, por si sola, no es inclusiva. Puede
tener el potencial de serlo, si, pero lo que hara que sea inclusiva es la forma de presentarla, de construir el andamiaje
y de gestionarla.

Una discusion muy interesante y sobre la que dimos bastantes rodeos fue en torno a la cuestion de st una acti-
vidad competencial es necesariamente inclusiva y viceversa. Realmente, cuando nos ponemos a describir las ca-
racteristicas de una tarea inclusiva (y su gestion en el aula), como que tenga diferentes puntos de acceso al
conocimiento o que conecte con conocimientos previos, enseguida nos percatamos de los puntos en coman con
lo que se entiende por una actividad competencial. Es posible que la interseccion plena sean las tareas de suelo
bajo y techo alto (NRICH, 2013).

No me gustaria despedirme de esta cronica sin reflexionar sobre la aparicion en escena del Disefio Universal
de Aprendizaje. Las siglas DUA no llevan demasiado tiempo entre nosotros y mi sensacion es que vamos a irlas
viendo cada vez mas. El objetivo que persigue es la inclusion y sus principios generales son excelentes, especialmente
en términos de lo que podemos entender por accesibilidad. Asi mismo, la idea de que la secuencia de aprendizaje
debe ser la misma para todo el alumnado también es muy potente. Esto tltimo no es exclusivo del DUA, claro,
pero quizé sea una de las corrientes que mejor lo esté expresando en estos momentos.
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Por otro lado, conviene tener presente que el marco de pautas DUA es generalista. Es decir, que ha de comple-
mentarse necesariamente con marcos inclusivos especificos del ambito de la educaciéon matematica. Que no se
haya hablado apenas de DUA, hoy en dia, en los congresos y reuniones de profesores e investigadores en didactica
no quiere decir que la inclusién no sea un tema que no preocupe a nuestra comunidad. De hecho, hay numerosos
monograficos especificos en revistas y editoriales académicas sobre temas tan variados como diversidad, dificultades
de aprendizaje en matematicas, equidad, etc. En el terreno mas practico posible, las tareas de suelo bajo y techo
alto son un excelente ejemplo de actividad inclusiva, pudiendo acudir a la mencionada NRICH, donde encontra-
mos no solo las tareas, sino recomendaciones de uso y respuestas de alumnos.

También parece claro que la idea de inclusion estd muy relacionada con nuestras propias creencias acerca de
las matematicas. Sin embargo, hemos acaparado ya muchas lineas con esta cronica y este tema requiere ser tratado
en profundidad.

Por tltimo, remitimos a los lectores a bucear en el hashtag de Twitter #matesinclusivas, que se emple6 para
compartir informacién (como la presentacion de la charla de Daniel Ruiz Aguilera), sensaciones y fotografias du-
rante los dias de celebracion del seminario.
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El contexto de la magia
para introducir la resolucion
de ecuaciones de primer grado
en primer ciclo de ESO

por
OSCAR CARRION LOSTAL
(IES Valdespartera, Zaragoza)

En el curriculo de la asignatura de Matematicas, la resolucion de ecuaciones de primer grado aparece en el primer
ciclo de ESO. En la siguiente propuesta se trata de introducir dicho contenido de una forma diferente, en este
caso usando el contexto de la magia, y en concreto, la adivinaciéon de ntimeros.

Los objetivos que nos proponemos son:

— Introducir el algebra, en concreto, la resolucion de ecuaciones de primer grado, de una forma distinta a los
alumnos.

— Fomentar la comprension lectora y complementar el plan lector del centro, asi como participar en el plan
de innovacion del centro.

— Resolucion de ecuaciones a través del contexto de la magia, en concreto, trucos para adivinar nameros, y
con ayuda de un libro de lectura: Ernesto, el aprendiz de matemago.

— Proponer a los alumnos realizar sus propios trucos de adivinaciéon de ntimeros, incluyendo todas las opera-
ciones basicas (suma, resta, multiplicacion y division) y su puesta en practica.

Contexto

Para lograr alcanzar los objetivos anteriores a nuestros alumnos de tres grupos de 2.° de ESO se les propuso la lec-
tura y comprension del capitulo 6, «El algebra ayuda a la magia», del libro de lectura Ernesto, el aprendiz de mate-
mago.

Destacar que los alumnos ya habian cursado en primero de ESO el tema de algebra de ecuaciones de primer
grado y su resolucion, por lo que disponian de las herramientas necesarias para la comprension del capitulo del
libro de lectura, asi como de la realizacion del truco y su puesta en practica

Metodologia
Después de la lectura en alto en clase se procedio a:

— Explicacion y resoluciéon con todo detalle de los ejemplos que aparecen en dicho capitulo a través de la he-
rramienta matematica del algebra, en concreto, la resolucién de ecuaciones de primer grado.

— Propuesta de realizacién de un truco de magia por parte de cada alumno que contuviera como minimo las
cuatro operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion y divisién, tomando como modelo el ejemplo 2 que
aparece en el libro de lectura.
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— Resolucion algebraica de dicho truco, es decir, obtencion de la clave del truco, y puesta en practica en su

casa: amigos o familiares.

— Puesta en practica en clase por parejas y en pequenos grupos: entre ellos practicaban y se realizaban dichos

trucos.

Desarrollo

El ejemplo 2 del libro de lectura al que se hace referencia es el que se muestra en la figura siguiente, en la que apa-
rece la equivalencia entre el lenguaje normal y el algebraico del truco.

Cabe destacar que el uso que se hace en el libro de
la letra «x» para indicar la operaciéon de multiplicacién
(notacion usada en primaria) no es muy acertado. Llevo
a algtin error de interpretacion por parte del alumnado
ya que en secundaria se les acostumbra a usar el sim-
bolo «-» para la multiplicacién.

Hubo muchas preguntas durante el desarrollo de la
clase ya que la comprension lectora es uno de los han-
dicaps que tienen nuestros alumnos a la hora de plan-
tear y resolver problemas en el area de matematicas.

Al final comprendieron en su mayor parte que la clave
para adivinar el nimero pensado era restar tres y dividir
por cinco el nimero que nos dan como dato, lo que coin-
cide con los pasos a dar para resolver la ecuacion.

henguaje nermal

Pienso un namero
Resto 2 y multiplico por 2
Sumo 5 y multiplico por 2

Sumao 1 y también el
nimero pensado

Obtengo al final 48

Resultados

Veamos a continuacién algunos ejemplos propuestos por los alumnos.
Alumno que usa tres operaciones basicas: suma, resta y multiplicacion:

- L4 \
R M | o btk (8 i 2§
- —=- 3 an
{ ¢ =
- ( 3" '-lt\ . -
. b P 0
g e | 11 R
a —=
- 3
e ——
x O ~- -_CLAVE.
= Ke -

enguaje algebraice
b's
(X-Dx2=2xX-4

(ZxX-4+5)x2=
S @xX+1)x2=4xX+2

4xX+2+1+X=5xX+3

5xX+3=-48
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Alumnos que usan todas las operaciones basicas propuestas.

— Resolucion de forma muy esquematica:

- piensa un W menar = SO

A} 44 = -y = U (xedlz by ¥ M e owe — Jo
2] Wiy = - 3§ 2 Mx b e U+ R
Afuns ¥ = P v Zx e = 20
B) M = =% = usiagwaezalT 3naek ix = 2o -%
Bunsh -k = Ansb Zn= VY
™
CLAVE » Besedr b y i g 2 ws 3 * 3

— Resoluciéon mas exhaustiva:
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s b I““':‘““ I! '\.r In-: f-n-:la rm
E_lanf]n Far'm .
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45 —y-p - bx -, g Wiad |55 10203
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& =
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Wt > | e ﬂ~+ :
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Eﬁ? .'!*? L pewsonn o persade en ol n2Q4

Alumnos que cometieron errores en alguno de los pasos.

— En el orden de prioridad en las operaciones: Multiplicar por un nimero y luego sumar otro donde en vez
de realizar primero la multiplicacion y luego la suma, primero suman y luego multiplican.
Primer ejemplo:

?\Ln&.& en wn admero — X

ﬁu{_L;‘L'u_uh por 2y le sume> 2 — Z. '\’H'L\ = Tag b

Dividele entre 2 u o mulhiplicas por 3 = }'L,_:i o (AR EIT RS Nl
Y per wldime sumata 9 —+ Zx b +b 3‘7“1‘.'

“Dime ol resulicde. {mw Aice yve Qo et 'J!,)




El contexto de la magia para introducir la resolucion OscAr CARRION LOSTAL

de ecuaciones de primer grado en primer ciclo de ESO

Segundo ejemplo:

R"E‘M“{Wa——){

LG(*MAUJ.TJV\_LV». Cg ~
Zoyle svaman 35 2443)5. ¢
Lz-o‘J\‘Z’tA\.e’wQ‘_litmg Zaﬂow{iﬂm\(mg_)
24 :(%*3) S' SR*«{S

le ends 3 Snsf-83 =8, 442

C&Lﬂ{i: se + ~ . .

5 A2 = Lé(eng‘gw&mfgn)
le il Lplican,
MZ‘;}&MSWQ .eo,élu_ﬁ
t& E@M?AMZ %Q.&-

Lﬁuam-m_g

— Alumno que combina las operaciones de division y multiplicacién para luego sumar o restar, y se equivoca
al operar con fracciones y no sabe continuar:

PL-E_—FLM:L wao ns O«Q

() Dttms.a @iy, wn NP —3 x (4]

(2) Dividele endre 2 < lo amoltipleas poe 3 = 2:.1‘2'

(D) S urmale 2 u\ restale 29243 -2 3a7l
Em »Soras T Diualicz . *

D= Tl ‘:? -4
5 &

— Alumno que no termina el truco: No realiza la resta de los nimeros y los arrastra y no termina las operaciones

para obtener la clave del truco:

%Ke%fa ;?- ‘“’““"’ '{)H ZO"ZL SO
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— Alumno que confunde el nimero a adivinar con el niimero que se obtiene al hacer las operaciones:

Piense. en Ju  PrCpio “ruco,

Prengso. en un 0°—> ( x) /Moyer g BUW&&O.
A 43— T2 (1@x+3) 2 baw+3 s 4ax 43
1 42 —p.% D 404 332:40% 44 [ - (4ax49): 143x42

(%) “ "‘2---9 % —» MF> + 2R "2:% Y3y {-Q-C'J
N g o —»@0) whzr MIS

W +23=%0 Y —li"i
= g =M
O C IM¥xz 20 -2 _;l
Conclusiones

Este trabajo pone de manifiesto que hay que trabajar con los alumnos la lectura de textos cientificos, en concreto,
matematicos, para ayudarles a desarrollar la comprension lectora y a trasladar textos escritos en un lenguaje formal
a su equivalente matematico preciso, ya que no estan acostumbrados a ello.

En el transcurso de la experiencia han visto la utilidad de las matematicas, mas en concreto del algebra, de la
resolucién de ecuaciones de primer grado, en la realizacion de trucos para adivinar nimeros.

Referencias bibliograficas
MuNo0z, J. (2008), Ernesto el aprendiz de matemago, Nivola, Madrid.
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Para comenzar... el lauburu

PO
TERESA CEPERO FUSTERO Y ARANCHA LOPEZ LACASTA
(CPI El Espartidero, Zaragoza)

El curso 21-22, en 4. Matematicas Académicas del CPI El Espartidero, se comenzo repasando contenidos traba-
jados en cursos anteriores, con una unidad inicial dedicada al lauburu. Este curso 22-23, hemos repetido la expe-
riencia ampliandolo a 4. Matematicas Aplicadas.

La idea surge el tltimo dia de clase de 3. Matematicas Académicas del curso 20-21. Durante todo el curso tra-
bajamos contenidos teniendo como hilo conductor la estrella mudéjar (algo que surgié como unidad inicial), ese
ultimo dia un alumno pregunto si seguiriamos con la estrella en 4.°, la respuesta fue que no, que llevabamos un
curso entero «en Teruel», y, de forma irénica, le dijimos que nos ibamos «a subir al norte», teniendo en la cabeza

Huesca y su pajarita. La sorpresa fue que, al cabo de unos minutos, el mismo alumno nos ensefia un lauburu en
su ordenador. Asi que nos pusimos manos a la obra.

Figura 1. Lauburu por pepdesonrais en DeviantArt

Encontramos por internet (figura 1) una imagen que nos motivo. Nos planteamos una unidad inicial donde re-
pasar contenidos de cursos anteriores que se fueran a ampliar en 4.°, asi como ofrecer contenidos nuevos. Esta fue
nuestra seleccion:

— Uso correcto del lenguaje matematico

— Algebra

— Movimientos en el plano

— Perimetros y areas

— Semejanza de figuras. Proporcionalidad geométrica
— Puntos coordenados. Funcion lineal

— Redondeo de ntimeros. Ntumeros irracionales


https://www.deviantart.com/pepdesonrais/art/lauburu-168816833
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Para trabajar los contenidos anteriores, disenamos 6 actividades:

Proceso de construccion

Ayudados de la imagen, planteamos un trabajo inicial en gran grupo donde, entre todos, describir el proceso de
construccion del lauburu st suponemos que el diametro inicial es 1 unidad, primero con lenguaje coloquial, y poco
a poco, utilizando un lenguaje «mas matematico». A partir de tener claro este proceso, se les solicité trabajar con

diametro D, y hacer uso de lenguaje «mas algebraico».

10 = 20 = 30 = 40 = 5. = 6.0 = 7.0

CIOIEE
b

Tras el trabajo en gran grupo, se les pidi6 que lo escribieran. Estos son dos de los resultados:
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En 3.°, con la estrella mudéjar, trabajamos los giros, traslaciones y si-
metrias. Para repasar dichos conceptos planteamos que, a partir de la
circunferencia de radio D/4 dibujada entre el primer y cuarto cua-
drante, indicaran los movimientos para obtener las otras tres.

Asi mismo, haciendo uso de un applet de GeoGebra de Javier Ca-
yetano Rodriguez, se les prepar6 un video con un procedimiento de
construccion del lauburu diferente. Con ¢l debian describir matema-
ticamente el proceso de construccion, haciendo ademas uso de los di-

pntomos Qo portfe iaquiendol e @o- crnnfirendo do rdio Y da G- palel
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Movimientos

ferentes tipos de movimientos que se observaban.

Egy



https://www.geogebra.org/m/mh4ggtfy
https://youtu.be/kovnYS4MBTE
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He aqui algunos de los trabajos de los alumnos:
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Perimetro y area del lauburu

Pasamos a geometria plana con el calculo del perimetro y area del lauburu de diametro 1 unidad. Teniendo cuidado
en los niimeros que obtenemos, trabajando con precision y mejorando el uso de la calculadora con fracciones y
expresiones largas.

Tras ello planteamos la generalizacion del proceso considerando un diametro de D unidades.

Proporcionalidad geométrica

En 3.° de ESO trabajamos de forma «intensa» la proporcionalidad geométrica que en el curso 19-20 nos toco es-
tudiarla durante el confinamiento. En este curso nos quisimos centrar en la constante de proporcionalidad de lon-
gitudes y areas, de las circunferencias que nos llevaban al producto final, el lauburu.
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Ecuacion de la circunferencia

Viendo la importancia de la circunferencia en la construcciéon del lauburu planteamos la pregunta «gcual es la
ecuacion de la circunferencia?».

Esto asust6 al alumnado puesto que hablabamos de «ecuacién» algo que, por desgracia, justo ellos lo han tenido
que trabajar de manera intensa en 3.° ya que en 1.° no vieron nada de algebra y en 2.° les pillé el confinamiento.

Easy
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Tras el susto inicial, pronto le dimos la vuelta, cambiamos de pregunta y redescubrieron a Pitagoras.

~

A partir de tener la ecuacion y de la figura planteamos trabajar con los puntos de la circunferencia comprobando
si cumplian o no la ecuacion de la circunferencia.
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Tras esto, les planteamos la btsqueda de una coordenada conocida la otra de un punto de la circunferencia,
trabajando en ello la resolucion de ecuaciones de 2.” grado, los nimeros y los cuadrantes.

Las coordenadas conocidas en ambos casos estaban adaptadas a los conocimientos aprendidos hasta el corres-
pondiente curso de 3.°. Asi, en las Matematicas Académicas:
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Trabajando valor numérico de una expresion a partir de nimeros decimales (aproximando), nimeros fraccionarios
(con la calculadora) o nimeros radicales. Y dejando el camino abierto para descubrir la trigonometria en 4.°.
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Mientras que en las Matematicas Aplicadas:
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Puntos coordenados y funciones

Para repasar lo trabajado sobre funciones lineales en 3.° planteamos unir puntos concretos del lauburu, calcular
las ecuaciones de las rectas y los puntos de corte entre ellas, trabajando con pendientes, sistemas de ecuaciones. ..
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P ILLA 17 DE SEPTI DE 2021

Alumno:,

4°A1

1. Explica lo mds claro, y matemdticamente, posible, el proceso de construccién
del Lauburuy, si el punto de partida es una circunferencia de didmetro 1 unidad.

1° - 2° - - 4

~
08 S

2. Dada una circunferencia de radio 1, cualquier punto de la circunferencia
de radio 1 u, deberd cumplir x2 +y2 =1

Justifica la ecuacién de la circunferencia de radio 1.

A

=¥

3. Completa la tabla, indicando todos los pasos:

PUNTO Valor de la Cuadrante al que
coordenada que falta pertenece
(0.35,y)
(x, V5 -2)
(-273,y)

Figura 2
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Una vez desarrollados estos seis apartados se decidio
hacer una pequena prueba objetiva de lo trabajado. En ella
se daba énfasis al uso correcto del lenguaje matematico, al
trabajo con nimeros reales y a la aplicacién de resultados
matematicos. La figura 2 muestra un ejemplo de la prueba
hecha en las Matematicas Académicas.
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Sobre la serie numeérica

por
ANA ISABEL BLASCO NUNO, CARMEN SOGUERO PAMPLONA Y RICARDO ALONSO LIARTE
(CEIP Ricardo Mallén, Calamocha; Universidad de Zaragoza, Teruel;
IES Salvador Victoria, Monreal del Campo)

Segtn su uso en el entorno cotidiano, podemos considerar que los nimeros tienen diferentes significados en funcion
del contexto en que los encontremos. Si ordenamos estos significados por dificultad en la comprension de los mis-
mos, encontramos las siguientes posibilidades. Un nimero puede ser el cardinal de una coleccién. Es decir, hacer
referencia a la cantidad de elementos que contiene. También puede ser el ordinal de un elemento dentro de una
coleccién ordenada. En este caso no informa sobre la cantidad sino sobre la posicién dentro de un orden. En
tercer lugar el nimero puede indicar el resultado de una medida. Y por ultimo, podemos emplear los nimeros
como codigos, asignandoles el papel de etiquetas identificativas de objetos.

Sin embargo, antes de usar los nimeros con estos significados, es necesario que los alumnos conozcan lo que
llamamos la serie numérica. Es decir, la secuencia ordenada de simbolos (palabras en la serie oral y cifras en la
serie escrita) que empleamos para designar a los nameros.

En este articulo nos vamos a centrar en este aspecto, de manera que los niimeros aparecen sin significado. El ob-
jetivo es aprender la serie numérica. Aunque este aprendizaje también se consigue con actividades en las que los nt-
meros tienen un significado (cardinales, ordinales o medida) pero en las que se exige una ordenacion de los mismos.

Dentro de la serie numérica, distinguiremos entre la oral y la escrita. La primera esta formada por las pala-
bras-nombre de los nimeros y la segunda por la grafia de los mismos. Nos centraremos en esta ultima, ya que
cualquiera de las actividades planteadas se puede emplear para practicar la secuencia oral con una instruccion
del maestro.

Hay que tener en cuenta que para los nimeros pequenos, el aprendizaje de la serie escrita es posterior al de la
serie oral, aunque se simultanean cuando trabajamos con nimeros grandes.

En estas primeras etapas del aprendizaje de los simbolos que representan a los nimeros (la serie numérica
escrita) los nifos encuentran gran dificultad en identificarlos cuando aparecen aislados, ya que son signos complejos
con mucha dificultad al dibujarlos. También genera problemas hacerlo con la orientacién correcta. Por ello, la
presentacion ordenada de la serie les ayuda a identificar los simbolos de los distintos nimeros, ya que al recono-
cimiento del dibujo se suma el reconocimiento de la posiciéon que ocupa en la serie (Chamorro, 2005).

Por supuesto, este proceso esta ligado al aprendizaje del significado cardinal y ordinal de los nimeros, de modo
que puede ser interesante trabajar estos significados de forma conjunta con la identificacion de los simbolos de los
numeros. Al igual que en articulos previos, la mayor parte de los materiales que presentamos son abiertos, de
modo que, al ser el maestro quien dirige la actividad y plantea las preguntas, puede trabajar ambos aspectos con
los mismos materiales.

La coleccion de actividades para trabajar la serie numérica que planteamos a continuacion presenta las siguien-
tes caracteristicas. En primer lugar aparecen actividades consistentes en colocar los elementos de la serie de forma
ordenada en linea recta. La cifras pueden estar unidas a un elemento reconocible (como en el caso de Ordena las
casas) o aparecer solas, en un ejercicio de caracter mas formal (como en La serie numérica).

Aunque en muchas de estas actividades la serie aparece en horizontal, hemos incluido alguna en la que la re-
presentacion de la misma es vertical, ya que puede ayudar a mejorar el esquema mental de la secuencia.

Un grupo posterior de actividades propone el uso de la serie sin comenzar por el elemento 1. Con ellas se pre-
tende trabajar el reconocimiento de los nimeros segun los que tiene mas cerca. El nivel de conteo de los nifios
que hagan estas actividades deberia ser ya el de cadena rompible, es decir, que sean capaces de iniciar el conteo
en cualquier elemento de la secuencia. Logicamente, su dificultad es mayor a las anteriores.
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Por dltimo, proponemos un libro con actividades para trabajar el trazado de las cifras, por su relaciéon con el
tema el articulo. Estas actividades deberian plantearse siempre como un complemento al trazado sobre papel, que
ocuparia un tiempo mayor en el aula.

Todas las actividades estan recogidas en el libro Geogebra La serie numérica.

Ordena las casas

En una calle encontramos varias casas con nameros desordenados, por lo que tendremos que colocar cada casa
en su lugar, arrastrandola, para formar la serie numérica del 1 al 10. Se trata de una secuencia horizontal ligada
a un elemento cotidiano: la identificacion de las casas. Ademas, ofrece un ejemplo de uso de los nimeros como
coddigos, con un elemento muy cercano al alumnado. Esta actividad puede dar pie a un debate posterior en el que
cada alumno comente el nimero de la casa en la que vive. Al tratarse de numeros con significado de cédigo, no
hay problema en que surjan los nimeros del 10 en adelante, ya que no es necesario introducir la decena al no tra-
bajar recuentos. Por ejemplo, los alumnos podrian nombrar e intentar escribir en la pizarra convencional el niumero
de su propia casa.

-8
il

En niveles mas elevados también se puede construir la secuencia a la inversa, del 10 al 1, o se pueden introducir
los conceptos de par e impar y ordenar las casas siguiendo este criterio.

El despegue

Se presenta un escenario con un cohete listo para ser lanzado. Esto ocurrira cuando se complete la secuencia nu-
mérica entre 1 y 10. Los alumnos deben arrastrar los nimeros hacia la izquierda de la pantalla, formando una co-
3 = lumna ordenada de nimeros, con los menores abajo.
Se trata, pues, de una secuencia vertical que simula la
cuenta regresiva previa al despegue del cohete. De
hecho, cuando la serie se completa correctamente, el
cohete vuela hacia arriba llenando la pantalla de color
a modo de fuego.

No obstante, se puede formar la secuencia entre 1y 10
de la manera que se quiera: como serie creciente, colo-
cando primero los pares y luego los impares, o al revés,
hacerlo sin ningun tipo de orden, etc.

rUONDOZ

?

Eigy


https://www.geogebra.org/m/jjmzf3qx
https://www.geogebra.org/m/jjmzf3qx
https://www.geogebra.org/m/jjmzf3qx
https://www.geogebra.org/m/mHJVZJmA

Sobre la serie numérica ANA ISABEL BLASCO NuNO, CARMEN SOGUERO PAMPLONA Y RICARDO ALONSO LIARTE

Secuencia de manzanas

En el escenario de esta actividad aparecen un conjunto de arboles y a su derecha nueve circulos de distintos colores.
En la parte inferior se sittia la recta numérica con los nimeros del 1 al 9. Cada uno de los arboles tiene en sus
ramas entre 1 y 9 manzanas, de un color diferente en cada arbol.

OTRO

3

Al desarrollar la actividad realizaremos primero el conteo, posteriormente la relacion entre grafia y cantidad,
y la identificacion de colores, ya que los colores de los circulos se corresponden con el color de las manzanas.

Una vez realizado el conteo de las manzanas de un arbol, seleccionamos el circulo del mismo color de dichas man-
zanas desplazandolo hasta el nimero correspondiente. También se puede desplazar el arbol. Asi sucesivamente hasta
colorear toda la secuencia numérica. Esta aparece en horizontal y completa, lo que facilita la realizacion de la actividad.

A diferencia de lo que ocurre en el material Ordena las casas, aqui los nimeros tienen significado, no de codigo,
sino de cardinal. Por eso también puede utilizarse para trabajar saltos en la recta numérica e introducir de esta
manera la suma y la resta a partir de los conteos.

Cada vez que reiniciamos la actividad la posicion de los arboles y los circulos varia.

Secuencia numérica

En este caso, la serie se muestra en horizontal y los na-
meros, entre 1 y 9, se pueden arrastrar para dejarlos o 3 -
sobre las casillas. Las casillas pueden aparecer vacias o P e hy o 4
bien pueden aparecer dos o tres nimeros ya colocados, o7 ey o a @ 4
J
7 ’ -

uno de ellos sera el 1 siempre. Estos nimeros aparecen
con una opacidad mas suave que los que estan en la
parte superior. Para realizar la actividad hay que colo-
carlos todos, incluidos los que aparezcan en las casillas.
Si la serie se completa de forma correcta se inicia una
animacién indicando que se han ordenado bien los nimeros. El botén OTRO muestra otro escenario, con diferentes
cifras sobre las casillas y otra posicion de los nimeros que se encuentran en la parte superior.

Al aparecer numeros ya colocados podemos aumentar el nimero de propuestas respecto a las que se han co-
mentado en la actividad anterior. Por ejemplo, se puede comenzar colocando los nimeros anteriores y/o posteriores
del nimero o de los numeros que ya estan situados. O también poner en su posicion correcta los nimeros entre
los que aparecen al inicio de la actividad.

De forma intencionada, las casillas en las que se deben colocar las cifras conforman una recta numérica, de
modo que se puede emplear este material para comenzar a trabajar los saltos en la misma asociados a la introduc-
ci6n de las operaciones de suma y resta.
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{Qué animal soy?

Esta actividad simula el clasico juego sobre papel de unir
con segmentos una coleccion de puntos, siguiendo el orden
de la secuencia numérica. Para ello, se coge la herramienta
lapiz y se sigue la secuencia en el orden correcto, comen-
zando por el 1. Al acabar, aparece la silueta de un animal
reconocible.

A'la derecha de la pantalla, encontramos el nombre de
tres animales. Una vez terminada la silueta, se debe picar
en la casilla del margen derecho en el animal que el nino
cree que es. Aparece el dibujo correspondiente al animal
nombrado y asi los nifios pueden comprobar la correccion
de su trazado.

En la secuencia aparecen los nimeros del 1 al 28, por lo que es necesario que conozcan la secuencia numérica
hasta ellos. Sin embargo no es necesario el conocimiento de la decena, ya que los nimeros actian como etiquetas.

Es una actividad trilingiie por lo que, pinchando en la bandera correspondiente, puede realizarse la actividad
en castellano, inglés o francés.

Anterior y posterior de un nimero

Esta actividad muestra en la parte superior la secuencia numérica, comenzando en esta ocasion por el 0. Debajo
aparecen dos nimeros con sendos pares de casillas para colocar los nimeros anterior y posterior al dado. Recar-
gando la pagina, los nimeros propuestos cambian y las casillas se vacian para comenzar de nuevo.

0123456789
0 @ 8l=rmas
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Ademas, la actividad incluye las instrucciones para usarla escritas con pictogramas obtenidos de ARASAAC.
La dificultad de la actividad radica en que utilizan la secuencia sin comenzar por el uno (comienzan en el nu-
mero que se les da) y la recorren (aunque solo sea un puesto) hacia delante y hacia detras.

Cuenta atras

En la pantalla inicial aparecen dos semaforos acompanados de dos nimeros. Al lado del semaforo verde aparece
un namero que es el que hay que conseguir con la cuenta atras que se inicia al presionar dicho semaforo. La cuenta
atras se activa en el semaforo rojo desde nueve y se para al presionarlo.

Si los dos nimeros coinciden, el rojo y el verde, aparece un coche que viene desde el fondo y van surgiendo
tantas setas como indica el nimero de los semaforos. Si se quiere volver a realizar otra cuenta atras basta con pre-
sionar de nuevo el semaforo verde.

Con esto la actividad podria estar completa, si solo pretendemos trabajar la cuenta atras, pero la aparicion de
las setas (el coche no vuelve a aparecer) permite otro tipo de actividades mas abiertas, pues se pueden mover. Ade-
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mas, aportan el significado de cardinalidad a los nime-
ros. Por ejemplo, colocar todas las setas en el césped de
la izquierda, o repartir en partes iguales a uno u otro
lado, o clasificarlas segtin los tipos de setas que vayan
saliendo, escribir los nimeros de cada parte, etc. Para
volver a realizar la actividad es conveniente reiniciar la
actividad con el simbolo que se encuentra en la esquina
superior derecha de la pantalla.

El hecho de que la secuencia se trabaje en el sentido

inverso aporta dificultad a la actividad. A ello se suma el hecho de que exige mucha atencion el estar pendientes
de que, en la secuencia regresiva, aparezca el nimero que tenemos en el semaforo rojo.

Trazando cifras

Proponemos el uso de este libro para practicar el trazado de las cifras en la pizarra digital interactiva. Consideramos
que esta actividad no debe sustituir al trazado individual sobre papel, pero puede ser un complemento que permite
compartir la actividad con el resto de alumnos de la clase. También se puede emplear para que la profesora esce-
nifique el trazado ante todos.

El libro tiene una actividad para cada cifra, entre el 0 y el 9. Es una combinacion de actividades nuestras y de
Ceferino A. (<https://www.geogebra.org/u/ceferino>). Algunas presentan animaciones y otras solo ilustraciones
con tantos elementos como indica la cifra que se esta dibujando, de modo que se puede realizar un conteo.

El orden que se propone para el trazado de las cifras no es el de la serie numérica, sino que se han agrupado
por dificultad. En primer lugar se propone el trazado del 1, el 2 y el 3 como cifras de un solo trazo abierto y que
siguen la orientaciéon «izquierda-derecha». En el segundo grupo, incluimos las cifras de un solo trazo cerradas, o
sea, el 6, el 9y el 0. El orden es este porque es mas dificil cerrar el 0 en el punto donde hemos comenzado que
cerrar el 6, y el 9 implica repasar parte del trazado ya dibujado. En tercer lugar se proponen el 7, el 4y el 5 como
cifras que se dibujan con dos trazos. Entre ellas, el 7 es el mas sencillo pues son dos trazos rectos. A continuaciéon
proponemos el 4 pues los trazos son rectos pero el primero va quebrado. Y por tltimo va el cinco con su segundo
trazo curvo.

Dejamos para el final el que consideramos el mas complicado: el 8. Esto es debido al trazo cruzado que requiere.

Confiamos en que esta pequefia coleccion de materiales resulte de utilidad a la hora de abordar el aprendizaje
de la serie numérica, reforzando a la vez las habilidades digitales de los alumnos.
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Tributo a tres trisecciones

por
ANTONIO M. OLLER MARCEN
(Centro Universitario de la Defensa de Zaragoza)

La triseccién de un angulo cualquiera utilizando Gnicamente regla (sin marcar) y compas es uno de los tres pro-
blemas clasicos de la geometria griega. Hasta 1837 no se demostré su imposibilidad. Lo hizo el ingeniero francés
Pierre Laurent Wantzel en un trabajo publicado en el segundo volumen del Journal de Mathématiques Pures et Appliquées
cuando apenas tenia 23 anos.

566 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Recherches sur les moyens de reconnaitre si un Probleme de
G éométrie peut se résoudre avec la régle et le compas ;

Por M. L. WANTZEL,
Elkn—lngﬁn'mur des Ponte-el-Chaussdes.

Wantzel murié sin haber cumplido los 34 anos, en 1848. Esto no resulta sorprendente teniendo en cuenta que
en una nota necrologica publicada en los Nouvelles Annales de Mathématiques leemos que: «no se acostaba hasta tarde;
entonces leia y solo tomaba unas pocas horas de sueno atribulado, alternando entre el café y el opio, y comiendo
a horas irregulares hasta que se cas6. Confiaba ilimitadamente en su constitucién, muy fuerte por naturaleza, de
la que se burlaba a placer con todo tipo de abusos».

Su temprana muerte, el ser una figura relativamente oscura y otros
factores relacionados con la propia naturaleza del resultado hicieron DISERTACIONES  MATEMATICAS
que, pese a la importancia que se atribuye actualmente a su trabajo,
este pasara bastante desapercibido en su momento, incluso entre los

SOBRE LA

matematicos profesionales. Es interesante sefialar que una de las pri- CUADRATURA DEL CIRCULO
meras referencias explicitas que se conocen al trabajo de Wantzel es la
del espanol José Echegaray, cuando ya habian pasado sin embargo 50 EL METODO DE WANTZEL

anos desde la publicacion del trabajo original.

Si la demostracion de Wantzel paso relativamente desapercibida
para los matematicos profesionales, no es de extranar que para los afi-
cionados fuera completamente desconocida. En cualquier caso, resulta D. JOSE ECHEGARAY
curioso observar que durante la segunda mitad del siglo XIX parecio
darse en Espana un vivo interés por la cuestion de la triseccion del an-
gulo. Algunas de las obras publicadas al respecto fueron:

Y LA DIVISION DE LA CIRCUNFERENCIA EN PARTES IGUALES

POR

— Problema de la triseccion del dngulo resuelto geométricamente (Barcelona,
1861) de Leandro de San German y Malet.
— Solucion de la triseccion grifica del dngulo (Madrid, 1870) de Isidoro
MADRID— 1887
Cabanyes. INPREMTA DE LA VIUDA £ WHO DE D. E. AGUATO
8, Pontejos. 8

— Problemas geométricos relacionados con la triseccion del dngulo su andlisis y
sintesis (Barcelona, 1886) de Leandro de San German y Malet.
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— T'riseccion del dngulo y de su arco correspondiente (Madrid, 1891) de Francisco Pérez Fernandez Ruiz.
— Juicio critico sobre la triseccion del dngulo (Toledo, 1892) de José Campalans y Garganta.
— Geometria elemental: Problema de la triseccion del dngulo (Barcelona, 1899) de Leandro de San German y Malet.

r PROBLEMA ¢ ™ SOLUCION JUICIO CRITICO
o 37 : OF 1A Tnxslc(:(::();:“;;-:l, ANGULO
TRISECCION DEL ANGUES,” | TRISECCION GRAFICA e e e
o — i TRISECCION  DIRECTA DEL ANGULO
IS —

3, SBANIRG U8 SLNGBRIAN V MY, SRS

~ 56

BARCELONA.

LIBKERIA DR JOAQUIN VERDAGUER,

MADRID.
1861. Impronta d M. Tello, Taabel 12 Catelics, 35, TOLEDO
1870. WWPRENTA, UBSERIA Y EXCUADTANACION OE MENOR NCRWANOS
Comerc, 57 3 Sleia, T~ Tuéfomen 7 y &
I

Este interés no era nuevo, por supuesto, pero si que llama la atencion la publicacion de un ntimero relativamente
elevado de textos dedicados a un tema tan concreto a lo largo de un periodo de menos de 30 afios. Como ya hemos
dicho, la imposibilidad de resolver este problema no parecia ser un conocimiento extendido en la época. Por ejem-
plo, en el periddico El Imparcial de 21 de junio de 1891 se resenaba la obra de Francisco Pérez Fernandez Ruiz se-
nalando que «cuantos conocen las ciencias exactas saben que este problema, asi como el de la cuadratura del
circulo, estan pendientes de solucion grafica». Obviamente el autor de la resenia no habia leido a Echegaray.

En realidad, aunque la imposibilidad de la triseccion del angulo se establecié con rigor en el siglo XIX, se trataba
de una situacion aceptada por la mayor parte de la comunidad matematica. Ya en la propia Grecia clasica parecian
ser conscientes de ello y conocian soluciones al problema que hacian uso de curvas mecanicas o de instrumentos no
permitidos como, por ejemplo, reglas marcadas. También, puesto que trisecar un angulo cualquiera implica resolver
una ecuacion cubica, el problema puede resolverse geométricamente intersecando secciones ctbicas, algo que el
persa Omar Khayyam ya sistematiz6 en el siglo X1, o algebraicamente con los métodos desarrollados entre los siglos
XV y XVI por del Ferro, Fontana o Cardano; y extendidos y popularizados por Viete o Descartes, entre otros. Estos
métodos no eran desconocidos en Espafia y los podemos encontrar en textos publicados en siglos anteriores, como
por ejemplo en la Resolucion de los quatro problemas geométricos (1764) de Ventura de Avila. Como podemos observar, en
esta obra el problema es resuelto geométricamente intersecando una parabola con una circunferencia.

0l /Va.
% RESOL CIOI?iV /; / Problema. | g
DE LOS QU ATRO PROBI MAS Dado un Angulo retlilineo BAE dividirle

en tres partes iguales.

GEOMETRICOS,

TRISECCION DE EL ANGULO, Operacien.
hﬁrlpc.o:u::l M:?z?g;i :: s::e‘:l:s Contl; Haciendo centro en A,y con qualquiera in-
2 ¥ gubu Q. e terbalo A B = r como radio, defcribafe un cireu-

) gt loBEK, y tirefe la cuerda BE =c.

"DE DON VENTURA Con el Parametro B A=+ defcribafe una
) DE AVILA, Parabola MV R T cuyo verticees M, y fu ¢je
Es-decademico de la Real Academia Militar MJ, cortefe M N =medio Parametro =-£. Def-
de Bareslons de N tomefe N Q =2 la mitad de el triplo del

& Parametro =3 . En Q levantele 1a perpendicu-
A D O N L U I S lar ¥'el eje Q H = i lamitad de la cuerda BE =

DE LAS CASAS. Gron + tirefe HM, con la qual como radio, haciendo
\.l

. Ay centro en H deferibafe un cireunlo MYVRT el

CON' LICENCIA. N qual cortard 2 la Circunferencia Parabolica cn

V, R, T, M, baxefe fobre el eje la perpendicular

Barcelona:Por THOMAS PIFERRER Imprefor V'S, y efta digo, que es cuerda del Arco, que es

del Rey nueftro Seiior, Plaza del Angel. el tercio de el Arco B E, medida del Angulo da-
Aiio 1764. do A.
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Vemos pues que la posibilidad de resolver el problema de la trisecciéon por medios algebraicos y geométricos
era bien conocida, pero no lo era tanto la imposibilidad de hacerlo tinicamente con regla y compas. Este es el con-
texto en la segunda mitad del siglo XIX cuando aparecen las obras que hemos presentado anteriormente. Vamos
a comentar tres de ellas, cuyas portadas hemos reproducido antes, y que tienen caracteristicas muy diferentes en
cuanto al origen y formacion del autor, los objetivos perseguidos en la obra, etc.

En primer lugar, el texto de Cabanyes (un militar formado en la Academia de Artilleria de Segovia) resuelve el
problema de forma exacta y rigurosa, pero utilizando instrumentos no permitidos. Lo hace en dos fases:

— Se demuestra que si se quiere trisecar el angulo ACB de la figura (parte izquierda), es necesario trazar una
circunferencia cuyo centro esté en la bisectriz de dicho angulo y de modo que el arco AB sea doble del arco
DE. En tal caso el angulo DAE es la tercera parte del dado. L.a demostracion de esto es elemental y se basa
unicamente en propiedades de angulos inscritos e interiores en una circunferencia. De esta forma el problema
se reduce a construir dicha circunferencia.

— Para poder construirla es necesario hallar su centro y su radio. Para conseguirlo el autor hace uso de la es-
cuadra que vemos en la parte derecha de la figura. En ella mp es perpendicular a ng y, ademas, mn es igual a
np. No vamos a entrar en detalles, pero en esencia el uso de este instrumento implica la construcciéon de un
cierto lugar geométrico que termina por resolver el problema. La demostracion rigurosa que da el autor es
completamente algebraica.

Por su parte, el texto de Campalans (que fue profesor de segunda ensenanza, entre otros lugares, en el Instituto
Provincial de Teruel) proporciona una resolucion que solo hace uso de regla y compas sin graduar. Por tanto ne-
cesariamente ha de ser aproximada. El autor es consciente de este hecho y al presentar un método propio, lo in-
troduce con las palabras «el problema se resuelve breve y suficientemente aproximado empleando el siguiente
modo de operar». En la figura vemos el procedimiento de Campalans para trisecar un angulo obtuso.

Modo de operar.—Supongamos que se quiere dividir

en tres partes igaales un @ngulo obtuso. Tomaremos su
mitad AOB (fig. 10.") y hallaremos sus —i— 6 sea ; del
total:

Trazando, desde un punto cualyuiera P del lado
BO, la perpendicular y la paralela  OA; tomese
PE=2P0; dnase E con 0, y, sobre esta dltima recta
OE, coloquese rd=2PO0: traslidese ahora, por un

arco de circulo cuyo centro sea E, el punto d d D, y

la recta DO serd la incognila & trisectris.

ik el o
L —— - —t
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Tras ello, el autor reflexiona sobre el concepto de exactitud en los siguientes términos: «En el constante debate
entre la exactitud practica y la matematica o cientifica, se presentan al Geémetra poderosos auxiliares en su favor
que no debe despreciar, utilizandolos para mantener aquella exactitud en los justos limites de un buen resultado
o desarrollo grafico [...] abrigamos el atrevido concepto de que no tendria importancia una resolucién geométrica
mas exacta, puesto que la exactitud practica objetivo tinico de nuestras investigaciones, se lleva con el trazado ex-
puesto, hasta donde permitan los instrumentos de que, para el caso, hoy podemos servirnos. En cuanto al rigor
cientifico, imposible de apreciar con la regla y el compas, nos lo proporciona ya la geometria analitica, resolviendo
este problema con una ecuacién de tercer grado».

Terminamos con la obra de San German (un aficionado practicamente autodidacta). A diferencia de los anteriores,
el autor afirma haber resuelto el problema de forma exacta: «Me puse a trabajar con ahinco, retiréme de la sociedad
y de mis negocios, con grave detrimento en mi salud e intereses para estar exclusivamente ocupado en este emperio.
Después de algunos anos de penosos esfuerzos abrigo el convencimiento de haber logrado la resoluciéon del célebre
problema de la triseccion del angulo, con el inico auxilio de la regla y el compas comun, instrumentos que hasta hoy
en dia se tenian por insuficientes, y de terminar su expresion por formulas tan sencillas como exactas».

Es evidente que los esfuerzos de San German, pese a sus palabras, debieron ser infructuosos. No obstante, re-
producimos aqui el supuesto «método general para dividir un angulo y su arco en tres partes iguales» que el autor
resume en siete pasos. El autor no proporciona una figura ni denota los elementos de la construccién en modo al-
guno (la notacién es nuestra). Por ello, adjuntamos una figura propia realizada con la ayuda de GeoGebra. Reco-
mendamos al lector que efecttie la construccion personalmente, ya sea con GeoGebra o con regla y compas:

— Haciendo centro al vértice del angulo dado (40(), con una apertura de compas cualquiera (hemos tomado
04 = 0C), describase una circunferencia que corte a los lados de dicho angulo, quedando convertidos en ra-
dios.

— Unanse los extremos de estos lados o radios por medio de una cuerda (AC).

— Prolonguense dichos lados o radios por la parte del vértice hasta encontrar la circunferencia convirtiéndose
en diametros (obtenemos los puntos H'y G).

— Tirese un radio que vaya a parar a la primera cuarta parte del arco del angulo en cuestion (OF).

— Desde el punto de interseccion entre dicha cuerda y este radio (F), tirese una recta al extremo opuesto del
lado prolongado de cuyo principio hemos tomado la cuarta parte del arco en el punto anterior (FG).

— Con una apertura de compas igual a esta linea (r es la longitud de FG), y desde los extremos de los lados pro-
longados (/1 y G), opuestos al vértice, por la parte del arco que mide el angulo, haganse dos intersecciones
(Ke 1), y quedara dividido este arco en tres partes iguales.

— Por dichas intersecciones tirense radios, y tendremos el angulo dividido en tres angulos iguales.
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A simple vista la construccidon parece proporcionar una aproximacion bastante buena. Al realizar la construccion
con GeoGebra podemos jugar con distintos valores del angulo de partida para valorar la calidad de la aproxima-
ci6n y para comprobar que, como ya sabiamos, la construcciéon no es exacta. En la tabla siguiente damos algunos
valores de las medidas de los angulos implicados (redondeadas con dos cifras decimales, lo que explica las posibles
inconsistencias en algunos de los casos):

Angulo AOC Angulo AOK = Angulo I0C Angulo KOI Angulo AOC/3

5,06° 1,71° 1,64° 1,69°
13,96° 4,72° 4,51° 4,65°
28,38° 9,590 971192 9,46°
44,310 14,94¢ 14,42° 14,77°
72,22° 24,200 23,820 24,07°
89,64° 29,88° 29,87° 29,88°
105,29° 34,92° 35,46° 35,10°
179,92° 59,97° 59,99° 59,97°

Como vemos la aproximacion es, en efecto, buena. El error absoluto esta por debajo de medio grado y la cons-
truccion parece funcionar de forma similar tanto para angulos pequenos (proximos a cero), como grandes (cercanos
a un llano). Por otro lado, los datos de la tabla parecen sugerir que la construccion pueda ser exacta para los casos
en que el angulo AOC es recto o llano. Dejamos en manos del lector la comprobacion de si esto es cierto, o no.

Otra tarea interesante que puede abordar el lector consiste en realizar un estudio similar con la construccién
de Campalans que hemos visto antes y compararla con la que acabamos de describir, tanto en términos de exac-
titud como de sencillez. Respecto a esto hay que tener en cuenta, y es una reflexion interesante a realizar (recor-
dando las palabras citadas de Campalans), la diferencia entre usar una regla y compas imaginarios e ideales
(GeoGebra) y unos reales, que conllevan inevitablemente un error en el trazado de las lineas.
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