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El pasado 26 de noviembre, nos reunimos en Madrid para la Junta de Gobierno de la
FESPM, representantes de las Sociedades que la conformamos. Alli acudi como presi-
denta de la SAPM. Pusimos en comun todo lo realizado durante el curso y también los
proyectos y lineas de trabajo futuras de cada Sociedad.

Con respecto al calendario de actividades de enero a junio de 2023, informamos que
la SAPM lleva a cabo todos los cursos el programa educativo del Departamento de Edu-
cacién Conexién Matematica, convocando el IV Concurso de Microrrelatos Matema-
ticos con una nueva modalidad de participacion de relato corto.

También se organiza la JEMA, Jornada de Educacién Matematica en Aragon, que va
por su quinta edicion y tendrd lugar los dias 10y 11 de marzo en la Facultad de Ciencias
de la Universidad de Zaragoza. El programa incluye las plenarias de Sergio Martinez-
Juste, El nuevo curriculo aragonés: oportunidades para la mejora de la enseianza vy el aprendizaje
de las matemdticas, y de Clara Grima, Enséiame a ganar, asi como ponencias y talleres
orientados a los diferentes niveles educativos.

En abril tendremos las semifinales de las Olimpiadas alevin, de 2.c y de 4.° de ESO,
cuyas finales se realizardn en el mes de mayo. En ese mismo mes celebraremos el Dia
Escolar de las Matematicas, llevando a estas a la calle por todo Aragon, finalizando el
programa de actividades poniendo el broche de oro en Teruel, desde donde surgio la
iniciativa.

Nuestra Sociedad ademads colabora en proyectos con el Instituto Universitario de Ma-
tematicas y Aplicaciones (IUMA) y el Museo de Matematicas. Y también lidera actividades de formacion perma-
nente como un grupo de trabajo sobre historia de las matematicas y su aplicaciéon en el aula.

Desde aqui, os animamos a todos los que habldis y sentis las matematicas a que os asociéis, participéis y disfrutéis
con nosotros del amplio abanico de actividades que os proponemos. Nos volveremos a encontrar por aqui en abril,
ya que nuestra querida revista digital pasa a ser trimestral. Os animamos a mandar contribuciones para esta nueva
etapa, asi como a presentar comunicaciones a las JEMA.

ESTHER GARCIA GIMENEZ
Presidenta de la SAPM
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El rincon de Petrus

p
PEDRO LATORRE GARCIA

(CPEPA Gomez Lafuente, Zaragoza)

Hace mucho tiempo que mi florida prosa no mancilla estas paginas. Sin contar la breve cronica sobre el Torneo
de Tangram, mi ultima aparicion fue en noviembre de 2020. Quiero mencionar tres eventos acaecidos en este in-
tervalo. El primero era casi inevitable. Se ha publicado un nuevo curriculo. Desde mi posiciéon como profesor de
un Centro de Personas Adultas en una zona marginal, me sigue pareciendo pretencioso e inalcanzable para muchos
de mis alumnos. Incluso aunque le apliquemos una extrema adaptacion al contexto de nuestro entorno. El segundo
hecho ha sido el cambio de periodicidad de este boletin. Mi ausencia no ha servido de acicate para que otras mu-
chas plumas se animaran a escribir unas lineas y compartieran con nosotros sus valiosas experiencias. No obstante,
creo sinceramente que un boletin trimestral cubre perfectamente las necesidades de difusion de las actividades de
la SAPM. Por tultimo, don Daniel Sierra ha dejado la presidencia de nuestra Sociedad. Desde aqui, quiero agra-
decerle el gran trabajo realizado. Sin exagerar un apice, si no fuera por él no estariais leyéndome (no sé si esto es
bueno o malo, mejor aplicarlo al resto de articulos), porque casi seguro no habria EA. Por supuesto, darle el pésame
a dona Esther Garcia por tomar el relevo de Daniel.

SAPM ¥

@ El rincon de Petrus

En esta ocasion quiero presentar «El rincon de Petrus», una nueva seccion de la web de la SAPM. En la misma
voy a 1r colgando algunas de las aplicaciones que he i1do realizando estos tltimos afios. LLa mayoria son actualiza-
clones y otras son nuevas o no llegaron a estar publicadas en internet. Estan desarrolladas en el lenguaje Javascript
y los graficos se dibujan en el Canvas, un componente de HTML5. Fueron disenadas para funcionar en un PC
con el navegador Mozilla Firefox, pero corren sin grandes errores en cualquier navegador. Les he anadido los
eventos de toque para que funcionen en las tabletas.

Inauguramos la seccién con dos de mis juegos favoritos. El primero es el Solitario. He actualizado la aplicacion
anadiendo mas niveles, desarrollando los eventos tactiles y escribiendo un breve manual. El juego consiste en saltar
con una pieza por encima de otra adyacente para ir a la siguiente casilla que debe estar vacia, eliminando la ficha
sobre la cual se ha saltado. Los saltos se realizan en direccion horizontal o vertical. El objetivo es dejar en el tablero
una sola pieza. Lo recomiendo para nifios a partir de 6-8 anos. Mas informacion del Solitario en el niimero 29 de
este boletin.

Quiero destacar que en el manual hay enlaces a dos recursos muy interesantes. Por un lado, el fotocopiable de
un tablero del Solitario. Con él y unos botones o unas fichas de parchis se pueden practicar los niveles sin estar con-
tinuamente delante de la pantalla. También incluyo un sistema para resolver los niveles tradicionales en los cuales
hay un solo hueco en el tablero. Consiste en dividir el tablero en varias zonas que se van resolviendo siguiendo el
orden indicado. Cuando segui este método me resultd muy gratificante. Es un buen ejemplo de estrategia del tipo
«divide y venceras».
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El rincén de Petrus PEDRO LATORRE GARCIA

Nivel 11 32 fichas

La segunda aplicacion es el juego Luces. Basada en el juego comercial LightsOut, es también un solitario. Cada
nivel comienza con una serie de casillas encendidas y otras apagadas. Cuando aprietas sobre una encendida, se
apaga, pero también cambia el estado de las casillas contiguas (las que estan encima, debajo, a la izquierda y a la
derecha). Hay 25 niveles. Los cinco primeros se pueden resolver en seis pasos, los cinco siguientes en siete, hasta
llegar a los cinco ultimos, los cuales requieren diez pulsaciones. Este juego requiere paciencia y no es sencillo en-
contrar un sistema para resolverlo. No he encontrado en internet ninguna estrategia, ni por supuesto he sido por
mi cuenta capaz de descubrir alguna. Me falta por mirar ChatGPT] pero estos dias esta siempre lleno. Lo reco-
miendo para ninos a partir de 8-10 afos. Mas informacion sobre Luces en el nimero 35.
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Ambos juegos sirven para desarrollar el calculo, en el sentido que se da en el ajedrez a este término: al hacer
una jugada hay que tener en cuenta las siguientes. Es una habilidad poco trabajada habitualmente en clase de
matematicas y que segin mi criterio es bueno practicar. Mi capacidad de calculo se reduce a los primeros niveles
del Solitario y al final de los niveles de Luces, cuando hay muy pocas casillas encendidas.

S1 queréis animar a jugar a vuestros alumnos, cuando se terminan los juegos, la aplicaciéon emite un certificado
dando fe de que se han completado todos los niveles. Recompensad generosamente a aquellos que tengan la cons-
tancia de completar algtin juego. Obviamente, yo no seria capaz. Para el proximo niimero espero haber subido al
menos un par de aplicaciones.
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Describe y dibuja su trayectoria de vuelo.

Sociedad Aragonesa
«Pedro Sanchez Ciruelo»
de Profesores
de Matematicas
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Figura 1. Enunciado del problema

Como puede apreciarse, el enunciado del tercer problema de la final de la XXX Olimpiada Matematica Aragonesa
de 2.° de ESO nos remite a la interpretaciéon de graficas. Sin embargo, no se trata de la grafica de una funcién,
aunque en torno a este problema puedan ponerse sobre la mesa cuestiones especificas de funciones.

Para los lectores no familiarizados con la Olimpiada, diremos que se trata una actividad para alumnado de 2.°
curso de Educacion Secundaria Obligatoria (mayoritariamente de 13-14 afnos), aunque también acuden algunos
estudiantes de 1.” de ESO (Goni, 2022). Por lo tanto, considerando el curriculo de Matematicas, presumiblemente,
los participantes han tenido contacto con tareas en torno a la interpretacion de graficas, asi como a aspectos rela-
cionados con las funciones.

En un analisis a priori de la tarea que proponemos con este problema, identificariamos distintos componentes:
interpretacion de los lugares geométricos que senalan los puntos donde la grafica corta a los ejes y los diferentes
segmentos: el que esta sobre la bisectriz del cuadrante, el paralelo al eje de «distancia a la rosa», el que va desde
un punto al otro de corte con los ¢jes y finalmente, el segmento paralelo a la bisectriz del primer cuadrante. Esto
podria llevar a pensar que la tarea es muy compleja y que esta alejada de lo que sabe hacer un alumno de 2.° de
ESO. Los resultados obtenidos confirman esta hipotesis en gran medida, ya que nicamente tres participantes
fueron capaces de resolverla de forma plenamente satisfactoria, aunque dicha hipétesis no se confirma de manera
absoluta, puesto que muchos de los participantes identificaron correctamente varias de las componentes de este
problema y apenas se registraron respuestas en blanco. Por lo tanto, con mayor o menor éxito, la mayoria de los
participantes abordaron la resolucion de esta tarea.
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Ahora bien, ¢cudl es el origen de la dificultad? ;Podria ser la forma en que se abordan normalmente estas cues-
tiones? Autores como Janvier (1998) o Leinhardt y otros (1990) senalan diversas dificultades en torno a funciones
e interpretacion de graficas. Por ejemplo, que cuando se emplean contextos, suele ocurrir que se elige el tiempo
como variable independiente, por lo que se crea la concepciéon de que una grafica es una especie de cronica. Asi
mismo, materiales como los del Shell Centre (Swan, 1990) plantean actividades de interpretacion en las que las
variables se eligen de tal manera que exigen una mayor reflexion sobre los convenios de los ejes y sobre lo que sig-
nifica tanto una grafica, como una funcién como una relacion entre dos magnitudes que varian. De hecho, incluyen
relaciones no funcionales, como la del problema que nos ocupa, claramente inspirada en ellos.

Gran parte de los participantes (76 de 109) interpretan la grafica del enunciado como el dibujo de la trayectoria
de vuelo (figura 2), bien sea de manera parcial o completa, en lugar de como una grafica que expresa la relacion
entre dos magnitudes que covarian.
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Figura 2. Interpretacion de la grafica como el dibujo de la trayectoria de vuelo

Luego nos encontramos con algunas resoluciones (3 de 109) que dan a entender que el participante se percata
de que la grafica indica la forma en que varian la distancia a la rosa y la distancia a la margarita, pero que no ter-
minan de dar con la trayectoria. Por ejemplo, en la figura 3 observamos como se dice que hay un tramo paralelo
al eje de abscisas y que esto significa que se mantiene la distancia a la margarita. Sin embargo, no lo relaciona con
que la abeja estaria describiendo un arco de circunferencia.
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Figura 3. Identificacion de la relacién entre las magnitudes distancia a la rosa y distancia a la margarita
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Otros participantes (13 de 109) afaden elementos graficos o descriptivos concretos, pero sin llegar a explicar
de forma satisfactoria la trayectoria completa. Asi, en la figura 4 vemos como el participante identifica la mediatriz
(por el segmento de la grafica correspondiente a la bisectriz del primer cuadrante), pero luego no interpreta co-
rrectamente el resto.
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Figura 4. Identificacion del segmento correspondiente a la mediatriz

En cuanto a las resoluciones que llegaron a interpretar correctamente casi todos los elementos, nos encontramos
con lo que, cariflosamente, mientras corregiamos, denominabamos «la bota» (11 de 109). Son trayectorias como
la que mostramos en la figura 5, donde se interpreta todo menos el segmento correspondiente a la recta y =x—2
en la grafica. La trayectoria deberia seguir la recta dada por los puntos M y R, pero, quiz4, el hecho de que la
recta y=x—2 y la recta y = x son paralelas en la grafica lleva a pensar que la trayectoria también ha de serlo.
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Figura 5. Resolucién correcta, salvo en la interpretacion Figura 6. Dibujo de la trayectoria de una
del segmento de la recta y=x-2 en la gréfica de las resoluciones correctas

Finalmente, tres participantes interpretaron correctamente todos los elementos (figura 6). El problema, en rea-
lidad, es muy abierto. Alguno de los participantes trat6 de razonar una trayectoria en tres dimensiones, con la
abeja acercandose «desde arriba» y saliendo luego paralela al suelo. En efecto, si no nos restringimos a una repre-
sentacion plana del problema, las trayectorias posibles son infinitas. Por ejemplo, el segmento de la bisectriz del
primer cuadrante sefiala que sus puntos estan a la misma distancia de la rosa que de la margarita. En el espacio
tridimensional, esto significa que la abeja esta volando en el plano perpendicular al segmento que une la margarita
y la rosa que pasa por su punto medio, por lo que, todas las rectas (y curvas) contenidas en ese plano cumplen esa
condicion y podian ser una parte de la trayectoria.

Eay
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Ahora bien, tampoco sabemos cémo se recorre la grafica, pues desconocemos la parametrizaciéon segun el
tiempo. Aunque también hay infinitas soluciones, si consideramos que la abeja no vuela «hacia atras» en ningin
momento, podemos pensar que hay dos posibles soluciones dependiendo de cémo recorramos la grafica. En la
primera, la abeja se acerca a las flores de manera que vuela manteniendo la misma distancia a la rosa que a la
margarita (va por la mediatriz del segmento definido por las flores). Cuando se encuentra a una distancia igual a
la distancia entre la rosa y la margarita, entonces vuela aproximandose a la rosa, pero manteniendo esa distancia
con la margarita (va por el arco de la circunferencia con radio igual a la distancia entre la rosa y la margarita).
Una vez liba el néctar de la rosa, se dirige en linea recta en direccion a la margarita (se aleja de la rosa y se acerca
a la margarita). Después de pasar por la margarita o libar su néctar sigue en la misma direcciéon con la que se
habia aproximado a la margarita (figura 7). La otra soluciéon consiste en el recorrido inverso; es decir, acercarse
primero a la margarita.
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Figura 7. Una posible solucion

Nos dejamos en el tintero como abordar, en profundidad, este tipo de problemas en el aula. Ahora bien, que-
remos terminar este articulo con alguna pincelada. De esta manera, por un lado, un posible recorrido didactico
podria consistir en comenzar por el problema inverso. Es decir, proporcionar o describir una trayectoria y que el
alumnado deba elaborar la grafica. Tareas de este estilo se encuentran en el mencionado material del Shell Centre,
disponible gratuitamente en la pagina web del Ministerio de Educacion (Swan, 1990). Por otro lado, una vez lan-
zada la cuestion de, dada la grafica, describir la trayectoria, quiza sea buena idea prever el andamiaje de propor-
clonar segmentos aislados mas sencillos de interpretar. Por ejemplo, la bisectriz del primer cuadrante o un segmento
paralelo a uno de los ejes. Finalmente, seria interesante acompanar estas tareas con otras posteriores donde, em-
pleando algtin software, como GeoGebra, el alumnado pudiera indagar de manera dinamica acerca de los lugares
geométricos que ocuparia la abeja respecto a la margarita y la rosa a través del arrastre de un punto de la grafica
en el cuadrante y viceversa.
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Herramientas geomeétricas
para un rey

ANTONIO M. OLLER MARCEN
(CENTRO UNIVERSITARIO DE LA DEFENSA DE ZARAGOZA)

A menudo se dice que para hacer matematicas solo se necesita lapiz y papel. Esta frase no es completamente
cierta. Surge de una visiéon de las matematicas como una disciplina puramente abstracta que no requiere de un
contacto directo con la realidad, y de los matematicos como personas a las que no les interesa la aplicacion de sus
teorias. Esta concepcion, que resulta muy atractiva en ocasiones, también puede conllevar la creaciéon de ciertos
estereotipos que se deberia tratar de evitar.

Es cierto que al hacer matematicas hemos de realizar razonamientos sobre modelos abstractos al margen de
los objetos reales que han dado lugar a dichos modelos. Pero también es cierto que la creacion de dichos modelos
y la aplicacion de los resultados obtenidos requieren habitualmente de un contacto directo con la realidad. Al mo-
delizar la realidad y aplicar resultados surge la necesidad de utilizar algiin tipo de herramientas. Mas atn, las he-
rramientas disponibles pueden imponer a veces restricciones sobre la actividad matematica o favorecer métodos
y técnicas concretos. Por ejemplo, no es casual que el hoy llamado método de Gauss para resolver sistemas de
ecuaciones lineales apareciera en China siglos antes del nacimiento del matematico de Brunswick. Los instrumentos
utilizados para calcular por los matematicos chinos (unas barras de entre 3 y 14 centimetros) y el modo en que se
utilizaban, facilitaban el manejo de «informaciéon matricial».

Evidentemente las «herramientas matematicas» disponibles han variado a lo largo de la historia y también di-
ferian entre distintas culturas. Para realizar operaciones aritméticas se han utilizado piedrecillas, abacos, reglas
deslizantes, tablas, maquinas mecanicas, calculadoras electronicas, ordenadores, etc. En el caso de la geometria la
evolucion también ha sido muy grande, desde el uso de varas y cuerdas hasta el software de disefio grafico o los
medidores laser.

Benito Bails, en sus Principios de Matemdtica para la Real Acadenia de San Fernando publicados en 1758 senalaba la gran
importancia de las herramientas en el ejercicio de la geometria practica y la necesidad de hacerse con unas de calidad:

Estuches de matematicas cabales se hallan aqui pocos; los instrumentos de los mas, la pantémetra sobre todo, son toscos e im-

perfectos. Los mercaderes que los traes de fuera del Reino hacen con este género lo que con todos, piden lo que venden, no lo

mejor, ni acaso lo bueno. El matematico, el aficionado que quiera un estuche de matematicas que le sirva, no debe regatear su
precio; y es alhaja que bien merece encargarse con tanto cuidado como un pufo de espadin o una cadena de relo;j.

La importancia de estos instrumentos queda también de manifiesto por el hecho de que, por su decimocuarto
cumpleanos, el rey Carlos II recibié como regalo del duque de Medinaceli un conjunto de instrumentos matema-
ticos. Hay que tener en cuenta que en ese momento los 14 anos constituian la mayoria de edad y, en este caso, la
subida al trono de Carlos II tras la regencia de su madre Mariana de Austria. Es decir, este conjunto de instrumentos
matematicos fue el regalo que se le hizo al rey al acceder al trono.

El regalo iba acompanado de un libro de mas de 200 paginas en que se describen los instrumentos y su uso. El
libro fue escrito por el jesuita Joseph Zaragoza, uno de los mas importantes matematicos espanoles de esa época,
que complet6 el encargo de fabricar los instrumentos y escribir la obra en menos de un mes. Para conseguir esta
proeza leemos en el prologo que la obra se iba imprimiendo conforme se escribia, que Zaragoza necesit6 ayuda
de otros dos colegas jesuitas y que en ese periodo el autor dedicaba las noches a escribir, las mananas a calibrar
los instrumentos y dibujar las laminas, y las tardes a su trabajo habitual.
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— Una regla de laton de una vara de largo, con diversas subdivisiones.

— Una pantémetra militar, también con diversas subdivisiones lineales
y angulares.

— Un triangulo filar, de dos pies.

— Una cruz geométrica.
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— El pie de la mesa y de todos los instrumentos.

— Una escuadra de una vara.
— Una caja para todo lo anterior y otra mas pequefia con instrumentos adicionales grabados con su nombre.

— El libro en que se explican los instrumentos y su uso.

El contenido del libro consiste en una descripcién de como se fabrican los instrumentos geométricos corres-
pondientes, junto con una serie de explicaciones y ejercicios practicos sobre como realizar con ellos diversas me-
didas y construcciones relacionadas con la topografia, fortificacion, etc.

2 -[:;_:4 D

El triangulo filar se describe de la siguiente manera (adaptamos el discurso e incluimos la figura original de la
obra de Zaragoza):

El tridangulo filar, que se forma con un hilo, tiene admirables usos en la practica de la campana porque ademas de ser muy
seguro y facil de usar, tiene igual facilidad su construccion y se puede hacer en el campo. En la Fig. 24 es AB una regla que por lo
menos tenga media cuarta de ancho, y de largo media vara. CD es otra regla de un dedo y perpendicular sobre AB. En D se pone
un clavo ED que salga 3 dedos y después se coloca un hilo asegurando que el plano del triangulo sea perpendicular al plano de
la regla AB. El pie del instrumento es FG. En el punto F hay una tablilla cuadrada fija horizontal de la que sobresale una espiga.
Esta espiga se puede encajar en un agujero no pasante que esta en el centro de otra tabla cuadrada H mayor que la anterior. De
este modo la tabla H se puede colocar horizontal encima de la tabla F y girar completamente en torno a su centro.

Asi pues, esencialmente tenemos una mesa horizontal que puede rotar manteniéndose paralela al suelo y sobre
la cual podemos colocar el triangulo ABE formado por un hilo. Con este aparato, Zaragoza propone las siguientes
practicas de campaiia sobre el terreno:
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— Trazar una perpendicular a una recta por un punto de la misma.
— Trazar una paralela a una recta por un punto cualquiera.

— Trazar una perpendicular a una recta por un punto exterior.

— Medir un angulo.

— Trazar un angulo igual a uno dado.

— Trazar una recta que forme un angulo dado con otra recta dada.
— Construir un poligono regular dado su centro.

— Construir un poligono regular dado su lado.

— Trazar planos en distintas situaciones.

El modo de trabajar se fundamenta, basicamente, en proyectar una construccion realizada en un papel situado
sobre la tabla / utilizando el plano del triangulo de hilo para determinar las lineas de visiéon. Por ejemplo, para
construir un hexagono regular alrededor de un punto del terreno Zaragoza propone lo siguiente.

Supongamos que, sobre el terreno, queremos construir un hexagono regular centrado en O y cuyo primer
vértice sea, por ejemplo, P. Colocamos la mesa de trabajo sobre el punto O. Como el angulo central de un hexagono
regular es de 60°, dibujamos en un papel un angulo de 60° y lo fijamos en la mesa de manera que el vértice del
angulo sea el centro (en rojo en la figura). Colocamos el triangulo de hilo (en azul en la figura) de forma que la
base esté sobre uno de los lados del angulo. Giramos la tabla de la mesa (recordar que gira libremente) hasta que
ese lado del angulo sea paralelo a OP Para ello basta ir girando hasta que visualmente los dos hilos se superpongan
uno sobre otro y sobre el punto P. En ese momento, sin girar la mesa, tomamos el triangulo (recordar que es una
pieza suelta) y lo recolocamos de forma que ahora su base esté sobre el otro lado del angulo (en verde en la figura).
Entonces, colocamos un punto Q de forma que los dos hilos se superpongan visualmente entre siy con Q. La linea
0Q da la direccion en la que se encuentra el siguiente vértice del hexagono y basta con trasladar la distancia OP
sobre OQ. Los demas vértices se obtienen repitiendo este procedimiento.

El resto de construcciones realizadas con el triangulo filar transcurren de una forma mas o menos analoga.
Cada uno de los restantes instrumentos tiene sus particularidades, sus usos y sus técnicas correspondientes.

Ala vista de esta situacion surge una interesante dicotomia entre la resolucion tedrica de un problema y su re-
solucién en la practica. En los Elementos de Euclides (Libro IV, Proposicion 15) ya aparece la construccion de un
hexagono inscrito en un circulo. Pero esa construccion, plenamente satisfactoria desde el punto de vista tedrico,
no puede llevarse a cabo en la practica cuando se trabaja a «escalas reales» sobre el terreno. Entonces surge la ne-
cesidad de trasladar esa construccion al contexto real.

En ocasiones la construccion no es directamente trasladable y debe modificarse. En el ejemplo que nos ocupa
la idea se basa en que el angulo central del hexdgono regular es conocido y simplemente se traslada sobre el
terreno. Pero, como comentabamos al principio, el uso de este procedimiento viene marcado esencialmente por
la herramienta que se utiliza. El método funciona porque la mesa puede rotar, porque el hilo es fino, porque el
triangulo se puede reubicar, etc. Otras herramientas dan lugar a otros procedimientos de construccion diferentes
y hacen uso quizas de otras propiedades de los hexagonos regulares.
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Por ejemplo, en la figura siguiente vemos otros instrumentos extraidos de un libro de 1606 titulado Libro de ins-
trumentos nuevos de geometria y escrito por Andrés de Céspedes. Se trata de un baculo de Jacob, de un cuadrante y de
un nivel. Nuevamente, cada uno de ellos tiene sus usos y procedimientos que el autor de la obra se encarga de

desentranar.
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Puede parecer que todo esto no tiene interés desde un punto de vista matematico, pero no es asi. Es posible
que un método correcto tedricamente sea inaplicable en la practica. También es posible que nos encontremos con
una herramienta con la que no estamos familiarizados, y necesitemos utilizarla para realizar una construccion.
Saber adaptar los conocimientos que tengamos (ya sean tedricos o practicos en el uso de un instrumento) al uso
de otro diferente, conlleva un trabajo matematico intenso.

Estos ejemplos provienen de un contexto geométrico ya abandonado pero la problematica no es exclusiva de la
geometria. Pensemos, por ejemplo, en los criterios para determinar si un nimero es primo o no. El teorema de Wil-
son da una caracterizacion completa de los nimeros primos. Un entero 7 es primo st y solo si (n—1)! =—1 (mod n).
Sin embargo, este resultado es inatil en la practica.

En la actualidad, el uso de herramientas informaticas, conlleva este tipo de situaciones y se puede pensar, por
ejemplo, que disefiar y programar algoritmos presenta dificultades muy similares.
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Entendemos por formas geométricas los conjuntos de puntos que constituyen lineas, de una dimension, superficies,
de dos dimensiones, y cuerpos, con tres dimensiones.

Por su configuraciéon matematica, tendemos a trabajarlos en clase comenzando por los mas sencillos (puntos y
lineas) para avanzar hacia los mas complejos (superficies y, finalmente, cuerpos). Sin embargo, no debemos olvidar
que los ninos viven inmersos en el mundo real que es tridimensional, en el cual interactiian constantemente con
figuras que, mayoritariamente, son cuerpos.

Esta no es una idea nueva. Juan Palau (1934) ya nos indicaba que «El estudio de las formas [...] no puede em-
pezar por puntos y lineas, que son puras abstracciones, sino por cuerpos y, mejor todavia, por objetos todos ellos
mas o menos familiares al nino. Las caras, las lineas, los puntos, los ira conociendo el alumno al hacer el analisis
de los sélidos geométricos en que se hallan comprendidos».

Realmente, la interaccion cotidiana no solo se produce con cuerpos, sino también con sus superficies, con lo
que es interesante plantear al mismo tiempo el estudio de ambos elementos, de dos y tres dimensiones. Asi mismo,
manteniendo el enfoque del trabajo sobre elementos cotidianos, se puede abordar el manejo de las lineas, siempre
asociadas a un objeto tridimensional, como abstracciéon de una parte del mismo.

El enfoque del trabajo sobre objetos familiares al nifio, pertenecientes a su entorno cotidiano, que plantea Palau
es fundamental en todos los procesos de aprendizaje. Pero cobra especial importancia st estamos hablando del estudio
de las formas. La observacion y manipulacion de los objetos es el punto de partida para avanzar en el reconocimiento
de las propiedades de los mismos, que, posteriormente, nos llevara a la abstraccion de lo que entendemos por forma
geométrica como compendio de dichas propiedades. Este podria ser el resumen de la forma de iniciar a los alumnos
en el estudio de las formas geométricas: partiendo de la observacion de las formas de los objetos cotidianos pasaran,
guiados por el docente, al descubrimiento de las propiedades geométricas de dichos objetos para abstraer finalmente
el concepto general de la figura geométrica. Este proceso se puede llevar a cabo a la vez, tanto con formas tridimen-
sionales como con formas planas o lineales. Nos estariamos moviendo, pues, en los niveles 0 y 1 de Van Hiele.

A continuacién proponemos un conjunto de actividades realizadas con GeoGebra para trabajar el reconoci-
miento de formas. El criterio de ordenacién es doble. Tal como hemos sugerido mas arriba, hemos colocado en
primer lugar aquellas actividades que trabajan con objetos tridimensionales, después las que manejan superficies
y, por ultimo, una actividad para trabajar las lineas. Por otra parte, consideramos que los nifios, en primer lugar,
deben reconocer la forma en objetos cotidianos, pasando a continuacion a distinguir una forma dada entre otras
por sus propiedades y dejando para el final la reproduccion de las formas.

Loégicamente, el uso de los materiales aqui expuestos no excluye en absoluto al material manipulativo. Este esta
siempre en la base de un aprendizaje adecuado de cualquier contenido matematico, y en concreto, geométrico.

Actividades

Reconoce la figura

La primera actividad que proponemos persigue el reconocimiento de formas geométricas abstractas en objetos reales,
mas o menos pertenecientes al entorno cercano del alumno. Se trata de figuras tridimensionales: la esfera, el cono,
el cilindro, la piramide y el prisma. En concreto hay que clasificar por su forma los objetos que van apareciendo.
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Cada vez que hacemos clic en el botén OTRA FIGURA, aparece la imagen de un objeto real. El alumno debe asociar
el objeto a una de las cinco figuras tridimensionales, cuya representacion aparece en la escena, y arrastrarla a la
caja de dicha figura. Cuando las imagenes se agotan, mediante el botén JUEGO NUEVO, se reinicia y comienzan a
salir de nuevo.

coNo CILINDRO ESFERA

PIRAMIDE PRISMA
JUEGO NUEVO OTRA FIGURA

Ademas, st se hace clic sobre una de las figuras abstractas, esta aparece a la derecha de la escena ampliada en
3D. Se puede modificar su tamafio arrastrando el punto que encontraremos facilmente, y se puede girar mediante
el boton derecho de raton. La posibilidad de hacer estas manipulaciones sobre la pantalla puede resultar muy mo-
tivador y aportar a la imagen mental que los nifos tienen de la figura. El docente puede plantear un debate en el
aula sobre las propiedades de la figura. ;Todas sus caras son planas? ;Cuantas caras tiene? ;Podria rodar? ;En
cualquier direccion?... Si ademas se refuerza con la manipulaciéon de un objeto real de esa forma, el aprendizaje
sera todavia mas significativo.

Espantapdjaros y El Bailador

Estas dos actividades también trabajan con cuerpos geométricos. Ambas plantean sendos puzles en los que las
piezas son figuras de este tipo.

Son actividades sencillas con las que, ademas de jugar con el puzle, se pueden plantear preguntas sobre las pro-
piedades de las distintas formas que aparecen.

En el caso del Espantapdjaros 3D, a diferencia de con £/ Bailador, se pueden incluso comentar los nombres de las
distintas figuras, ya que solo aparecen esferas y conos.

0
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Coloca las siluetas y Siluetas de animales

Se trata de dos actividades de corte similar en las que el alumnado debe reconocer la silueta que corresponde a
una figura, e identificarla con ella. En ambas actividades se trabaja con objetos cotidianos y sobre figuras planas
no geométricas. Esto nos permite movernos en un plano menos abstracto e ir identificando las propiedades que
diferencian unas siluetas de otras, hasta dar con la correspondiente a nuestra imagen. Es decir, acabaran distin-
guiendo unas formas de otras por las diferencias entre sus propiedades.

En el caso de las siluetas de los indios, se muestran a la vez todas las formas y todas las siluetas, de modo que
los ninos pueden comparar las figuras y las siluetas entre si, ademas de comparar las primeras con las segundas.
La correspondencia se realiza arrastrando la figura hasta colocarla sobre la silueta que se considera acertada. Esta
forma de trabajar permite encontrar pronto las diferencias, de manera que el alumno sabra rapidamente si ha
acertado o no, segin queden zonas de la imagen expuestas o no.

s
X
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En el caso de la actividad sobre siluctas de animales, se ofrece la de un animal, rodeado por 8 imagenes de ani-
males en un dibujo reconocible. El objetivo de la actividad sera reconocer el animal al que pertenece la silueta. Se
puede rodear con el lapiz, senalarlo con una flecha o verbalizar su posicion respecto a la silueta: encima de, a la
derecha, a la izquierda, al lado, debajo de..., con lo que de esta forma se amplian las posibilidades de la actividad,
que puede emplearse para trabajar la orientacion en el plano.

Formas diferentes

Esta actividad presenta una tabla con cuatro filas.

En cada fila aparecen cinco imagenes de un mismo dibujo,
todas ellas muy similares y solamente una es diferente al resto.
Estas imagenes aparecen en diferentes posiciones para afiadir di-
ficultad a la actividad.

El alumnado debera encontrar en cada fila la imagen que es
diferente a las demas, sefialandola con el lapiz de la aplicacion.

Cada vez que reiniciamos la actividad con el botén OTRO, las
figuras cambian de posicion aleatoriamente.

Este ejercicio requiere de una gran atenciéon por parte de los
ninos y nifias y resuelto en gran grupo favorece la capacidad de
expresar verbalmente el proceso seguido para la eleccion de una

figura u otra. ‘ﬁ,’ @§
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Actividades sobre senales de trafico

Las sefiales de trafico son presentes en la realidad de los ninos desde edades muy tempranas. Ademas, su observa-
ciéon se da en el ambito de lo familiar ya que se conocen en familia y pueden incluso formar parte de juegos
verbales. Por ello, podemos aprovechar este conocimiento previo para profundizar en la abstraccion de las figuras
geométricas planas.

En esta ocasion proponemos cuatro actividades con dificultad creciente.

{Qué forma tiene la sefal?

En este caso, la actividad propone una imagen real de una
senal y el alumnado debe seleccionar la representacion de
la figura geométrica correspondiente y moverla a una po-
sicion preferente. Dichas representaciones estan entre una
representacion formal y una imagen real de la sefial, ya
que se trata de dibujos que simulan las senales, pero cuyo
rasgo principal por el que se reconocen es la forma geo-
métrica. Ademas, poseen atributos humanos, como
manos, 0jos o sonrisa, lo que las hace mas cercanas, cons-
tituyendo un paso intermedio entre lo real y lo abstracto. %4 -
La herramienta LAPIZ permite intentar el dibujo abstracto de las figuras geométricas.

Deja las senales TRIANGULOS

Jugando con la misma representacion amable de las sefiales

de trafico, esta actividad nos propone la localizacion de las
senales que no cumplen con un modelo. Exige pues que el
alumnado compare las propiedades de este con los dibujos
de las sefiales para ir descartando aquellas que tienen las
propiedades diferentes. Para retirarlas, basta con hacer un
clic sobre ellas y desaparecen. El docente puede promover
la realizacion conjunta de la actividad si se trabaja con la
pizarra interactiva de manera que todos contribuyan a in-
dicar al alumno que est4 en la pizarra, aquellas sefales que
debe descartar, siempre de una forma razonada.

Lleva la senal con su forma

Esta actividad propone una sencilla clasificacion de las se- [&], S
fiales de trafico por la forma geométrica que presentan. Estd | e A — —
dentro, pues, del grupo de actividades que buscan el reco-

nocimiento de las formas, en este caso planas, en objetos
cotidianos. Los ninos deben ir arrastrando las senales a la
caja que contiene la forma geométrica correspondiente. El
docente puede aprovechar la realizaciéon de la actividad
para verbalizar, tanto el nombre de las figuras como algunas
de las propiedades que las definen (niimero de lados...).

El boton OTRA VEZ permite reiniciar la actividad, sa-
liendo las seniales en distinto orden. Finalmente, se puede
hacer un recuento de las sefiales de cada figura y anotar el resultado mediante la herramienta lapiz. O usar esta
para ir mas alla y representar las figuras abstractas, en el caso de que el docente lo considere adecuado.
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Senales y geometria o

La tltima actividad que proponemos con sefiales de trafico
va un poco mas alla. Trabaja el reconocimiento de las fi-
guras geométricas en objetos cotidianos por sus propieda-
des, pero ademas permite ocultar los modelos de las
figuras para que los ninos asignen directamente el nombre
geométrico a la vista de la senal de trafico. Se pueden ocul-
tar tanto los modelos de las figuras como los nombres de
las mismas. Se mostraran o no en funcién del nivel de par-
tida del alumnado con el que se trabaje.

CUADRADO  CiRCULO

ESTA SENAL ES UN

Espirales y circulos

Aunque las espirales y los circulos concéntricos no son figuras sencillas, hemos incorporado una actividad que tra-
baja las diferencias entre estas dos lineas que, aparentemente son parecidas, pero cuyas diferencias vienen dadas
por propiedades geométricas (como el hecho de ser abiertas o cerradas, o la equidistancia de sus puntos) Asociadas
a objetos cotidianos, esta aplicacion inicia al alumnado en la distincién de estos dos tipos de curvas. Se trata de
una sencilla clasificacion en dos cajas separadas. Bajo ellas, mediante un punto con rastro, podemos escribir el na-
mero que hay de cada una, después de hacer un recuento.
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Dibujar formas

Una vez que se ha insistido en el reconocimiento de las formas y la distincion entre unas y otras por el analisis de
sus propiedades, se puede abordar el trazado de las formas, tarea que resulta bastante mas complicada al alumnado.
Ello es debido a dos aspectos. Por un lado, abstraer una figura geométrica (circulo, por ejemplo) a partir de la ima-
gen de un objeto cotidiano (un plato, en el ejemplo) implica un proceso mental complejo. Por otra parte, una ac-
tividad de trazado exige un buen control de la motricidad y no todos los nifios son igual de maduros en este sentido.

Proponemos una actividad que permite trabajar tanto poligonos como circulos. Para elegir cual de las dos op-
ciones queremos usaremos el deslizador de arriba a la derecha. En cualquier caso, siempre aparece un objeto co-
tidiano, cuya forma geométrica hay que trazar.

En el caso de los poligonos, cuando se selecciona esta opcion, aparece en la escena una trama cuadrada de
puntos (geoplano) sobre la que se puede dibujar un poligono, bien con la guia de la herramienta poligono, bien a
mano alzada con la herramienta lapiz.
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En el caso de los circulos, se propone el trazado guiado de su circunferencia arrastrando los puntos que aparecen
en la escena. Se considera dificil el trazado a mano alzada, pero si el docente lo cree oportuno, puede emplear la
herramienta lapiz para realizarlo.

Con el boton OTRA aparece una nueva figura y desaparece el trazado anterior.

® e e ° ) ) ° ° P

POLIGONOS CIRCULOS
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Esta pequenia coleccion de materiales son solo una muestra de lo que se puede llevar al aula para abordar la
introduccion de las formas geométricas, tanto planas como tridimensionales, en el aula de Educacion Infantil. La
pizarra digital interactiva siempre es una herramienta versatil y si, como hemos indicado mas arriba, va acompa-
nada de la manipulacién de material real y cercano al alumnado, muchisimo mejor.
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