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Nuestro boletin comienza 2024 con novedades. Ademés de las habituales, estrenamos una breve seccion de Vicente
Meavilla. En este numero seguimos publicando comunicaciones de la V JEMA y encontraréis también una cronica
del seminario de la FESPM sobre Matemdticas en la calle y la cronica de la Olimpiada Internacional de Matems-
ticas para Primaria. Deseamos que sea de vuestro agrado y os animamos a enviar articulos que sin duda nos enri-
queceran.

Durante el primer trimestre del curso, se ha puesto en marcha el programa de Conexion Matematica y ya estd con-
vocado el X Concurso de Radionovelas Matematicas. Respecto a las olimpiadas alevin, junior y juvenil, el dia 29 de
enero se abrira la inscripcién a los centros educativos en las diferentes modalidades. Toda la informacién la podéis
consultar en la web, con pequefnas novedades, pero siguiendo las directrices de cursos anteriores.

Ademas, la SAPM va a participar en el seminario sobre evaluaciones de diagnostico en matematicas y en el grupo
de trabajo MATESGG 2024. Ambas actividades propuestas desde la FESPM. Muchas gracias a nuestros dos repre-

sentantes, Daniel y Carmen, esperamos contar con vuestras cronicas para continuar aprendiendo.

Otra importante novedad, es la renovacion de la junta de la SAPM. En la asamblea del dia 11 de enero despedimos
a destacados miembros de la sociedad que, si bien dejan de formar parte de la junta, seguiran colaborando de forma
activa y con la ilusion y la eficiencia que les ha caracterizado. Gracias, José Mari, Octavio y Chema. Gracias también
a Esther a la que dedico unas cariflosas palabras porque soy yo la que asume tu cargo. Companera de promocion,
han pasado treinta afos desde que se cruzaron nuestros caminos en la facultad. Hemos coincidido en olimpiadas,
oposiciones, en talleres y hasta en el IES y siempre te he admirado y apreciado a partes iguales, incansable, vital y
magnifica compaiera. Sé que cuento con tu ayuda y eso me tranquiliza. Gracias por tu apoyo.

Miro el futuro con mucha ilusion pero también con preocupacién, nuestras jovenes olimpiadas de sexto y cuarto de
la ESO suponen un esfuerzo econémico para la Sociedad que desde luego estamos dispuestos a asumir buscando
los recursos que hagan falta, pero para ello lo mas importante sois vosotros, los socios. Gracias por seguir ahi.

BELEN MARTINEZ PEREZ
Presidenta de la SAPM

4.2 OLIMPRI en Zaragoza

Seminario de Matematicas en la calle (Leganés - Octubre
2023)

No solo PDI (y II)
Algoritmos internacionales de la division

unete

Polihexagonos
Area del circulo ala SAPM
Un problema de grifos del siglo xv
El pantégrafo

Espartidero, S. L.: Cero ideas J-"&

Estrategias ante problemas que movilizan ideas sobre la pro-
babilidad condicional en Olimpiadas



https://drive.google.com/file/d/1zOVHEjoRdPfqVOb7XfbrdjU1Zus4I-ee/view?usp=sharing

4.2 OLIMPRI en Zaragoza

ALEJANDRO BELTRAN GRACIA
(CEIP Pilar Bayona, Cuarte de Huerva)

Durante los dias 8 y 9 de diciembre Zaragoza acogi6 a la delegacion espanola participante en la 4.* Olimpiada
Internacional de Matematicas para Primaria (OLIMPRI). Esta olimpiada es la culminacion de numerosos pasos
previos que tres alumnos de 6.° de primaria inician cuando sus centros se inscriben en las olimpiadas organizadas
por sus sociedades territoriales correspondientes. Uno de esos alumnos, Gael Gameiro, fue uno de los represen-
tantes elegidos por su centro (CEIP Puente Sardas, Sabifianigo) para representar a su colegio en la semifinal de la
III OMA Alevin. Se clasifico para la final, consigui6 ser uno de los seleccionados para representar a Aragén en la
V OMNA celebrada durante el mes de julio en Gran Canaria y, finalmente, se hizo con una de las tres plazas que
le daban la oportunidad de participar en la olimpiada internacional. Al igual que Gael, sus companeros Victor y
Eduardo merecen que se les reconozca el mérito de llegar hasta esta olimpiada.

Los tres alumnos mencionados vivieron esta experiencia que incluy6 a 104 participantes de 13 paises de habla
hispana, organizada este ano por Honduras. Tanto la ceremonia de inauguraciéon como la realizacion de las prue-
bas individuales y grupales se realizaron telematicamente desde el CPEPA Gomez Latuente, sede de la delegacion
espanola para esta olimpiada.
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Ademas, se planificaron actividades para amenizar la estancia de los participantes y sus familias en Zaragoza
y dar a conocer la ciudad para aquellos participantes que no habian visitado nunca la localidad. Las actividades
consistieron en una visita guiada a la Catedral-Basilica de Nuestra Sefiora del Pilar a cargo de la oficina de turismo
de Zaragoza, muy recomendable incluso para los que somos de Zaragoza y creemos conocer nuestro monumento
mas popular.

Tras esta visita obligada para todo el mundo que visita la capital aragonesa, queriamos dar una nota mas «ma-
tematica» a la jornada, por lo que acudimos a la Escuela Museo de Origami de Zaragoza (EMOZ) en la que nos
explicaron las numerosas relaciones entre este arte y las matematicas, disfrutamos de creaciones impresionantes y
realizamos un taller de origami que gust6 a grandes y pequenios.

Seguro que los participantes recuerdan esta grata experiencia, en la que ademas fueron entrevistados por Aragon
TV, que emiti6 en su noticiario vespertino la noticia del evento. Asi mismo, recibieron varios obsequios del Ayun-
tamiento de Zaragoza y nuestra sociedad: bolsa, libro y boligrafo de la SAPM y visita gratuita para el bus turistico
de la ciudad. Los participantes y sus familias quedaron encantados y disfrutaron de las matematicas y la ciudad a
partes iguales.

Por tltimo, destacar y agradecer la participacion y colaboracion de todas las personas que se implicaron en la
preparacion y desarrollo de estos dos dias tan intensos. Agradecer a Pedro Latorre y Miriam Martinez que nos
abrieran las puertas de su centro y estuvieran pendientes de que no nos faltara de nada, a Esther Garcia por su
disponibilidad y atenciéon durante las jornadas, a Daniel Sierra por sus contactos en la oficina de turismo, a Arancha
Lopez por sus contactos en Aragon TV y a Luis Oros por dejarse enganar siempre.



Seminario de
Matematicas en la calle
(Leganés - Octubre 2023)

XENIA MARIA CHOCcOS NUNEZ
(IES Francés de Aranda, Teruel)

El pasado mes de octubre, la Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas (en adelante
FESPM) ha organizado un seminario de trabajo sobre Matematicas en la calle al que asisti como representante
de la Sociedad Aragonesa «Pedro Sanchez Ciruelo» de Profesores de Matematicas y en las siguientes lineas pre-
sentaré los detalles de las actividades realizadas durante las sesiones de trabajo.

El seminario se desarroll6 en dos sesiones presenciales, que tuvieron lugar el fin de semana del 27 y 28 de
octubre en Leganés; ademas de dos sesiones online en las que participaron mas de veinte profesores de las distintas
sociedades de profesores de matematicas de Espana.

Los objetivos planteados para este seminario de trabajo fueron los siguientes:

— Reflexionar sobre la relacion entre el curriculum de matematicas y las actividades de Matematicas en la
calle.

— Analizar las ventajas de realizar estas actividades en aras de la divulgaciéon matematica.

— Profundizar en la planificacion de estas actividades y las necesidades de recursos materiales y personales.

— Presentar ejemplos de materiales que se usan en Matematicas en la calle.

— Facilitar la realizaciéon de Matematicas en la calle en las diferentes ciudades.

Por otro lado, los contenidos trabajados fueron:

— Matematicas en la calle y divulgacién matematica.
— Matematicas en la calle: necesidades para realizar la actividad.
— Matematicas en la calle: ejemplos de materiales.

Una de las principales tareas del grupo de trabajo fue definir en qué consiste una actividad de Matematicas en
la calle y luego de un largo intercambio de opiniones se lleg6 al siguiente resultado:
Matematicas en la calle es una actividad que pretende acercar las matematicas a todos los publicos fuera del contexto escolar,

como su propio nombre indica, en la calle, desde un punto de vista ludico, divulgativo y ofreciendo actividades adaptadas a di-
versos niveles.

Con una idea clara de lo que es Matematicas en la calle, los profesores participantes coincidimos en que esta
actividad ofrece un espacio para presentar conceptos matematicos de una forma natural y al alcance de todos, y
ademas mostrar al publico que es posible disfrutar de las matematicas.

Otro tema propuesto por la FESPM para el debate fue el establecimiento de una fecha para la realizacion de
Matematicas en la calle en las distintas ciudades espanolas para intentar hacer coincidir la actividad en un mismo
periodo de tiempo. Podria ser en la semana del 14 de marzo ya que es el Dia Internacional de las Matematicas o
durante la semana del 12 de mayo que es el Dia Escolar de las Matematicas. Sin embargo, si una sociedad ya ha
programado la actividad para otra fecha no esta obligada a cambiarla, es solamente una recomendacion para que
la repercusiéon mediatica sea mayor al organizarla en varias ciudades a la vez.

Fay
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Asi mismo, representantes de la FESPM informaron a los participantes del seminario que la federacion ha re-
gistrado «Matematicas en la calle» ante la Oficina Espafiola de Patentes y Marcas. Por tanto, al ser una marca re-
gistrada, cualquier actividad denominada Matematicas en la calle debe organizarse por una sociedad de profesores
que forme parte de la Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas.

Para facilitar la realizacion de Matematicas en la calle en las diferentes ciudades, los participantes del seminario
pusimos ideas en comun en un protocolo de trabajo, documento en el cual se plantean los objetivos, normas, mo-
delos de autorizacion y recomendaciones para que la actividad se realice bajo un mismo formato.

Y con respecto a los materiales y actividades que se pueden presentar en Matematicas en la calle, los compatieros
que ya han organizado esta actividad han compartido informacion sobre actividades, talleres y materiales que
han tenido mas acogida por parte del ptblico. Se ha confeccionado una carpeta compartida en la nube que con-
tiene un listado de actividades, fichas resumen de cada actividad (que permite de forma rapida conocer cada taller,
el rango de edad para el que va dirigido y los materiales necesarios para su realizacién) asi como el protocolo de
trabajo mencionado anteriormente.

En el afan de querer facilitar la labor de organizar Matematicas en la calle por parte de cualquier Sociedad de
Profesores de Matematicas, la FESPM este ano ha disenado un logo para identificar la actividad Matematicas en
la calle y un cartel editable para que pueda ser utilizado de forma inmediata. Asi mismo, se acordé utilizar el
hashtag #matesenlacalle cuando se publiquen contenidos en las redes sociales.

Complementariamente a las sesiones de trabajo, la Sociedad Madrilefia de Profesores de Matematicas «Emma
Castelnuovo», como anfitriona nos invité a visitar el Espacio Matematico de Madrid (EMMA) donde pudimos
observar matematicas presentadas a través de una gran cantidad de materiales que facilitan la formacion del pen-
samiento matematico como puede verse en las figura 1 y 2.

LA CICLOIDE

Dibuia ¢ a cicloide

Figura 1. Poliedros en los caleidoscopios Figura 2. Dibuja tu cicloide
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La sesion presencial en Leganés, culminé con la presentacion de juegos manipulativos y puzzles por parte de
Manuel Garcia Déniz, profesor jubilado, miembro de la Sociedad Canaria de Profesorado de Matematicas y par-
ticipante activo del Komando Matematico. Este altimo, es un grupo de profesores jubilados, apasionados de las
matematicas que de forma altruista lleva Matematicas en la calle a distintos lugares de Tenerife y Gran Canaria.
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Figura 3. Juego del l6gica del Komando Matematico

Como conclusion, puedo decir que participar del seminario Matematicas en la calle me ha permitido aprender
de la experiencia de otros companeros profesores comprometidos con querer acercar las matematicas a todos los
publicos bajo este formato y elaborar con ellos materiales y documentacion para que cualquier grupo de profesores
que quiera empezar a organizar Matematicas en la calle pueda hacerlo con facilidad, siempre bajo el paraguas de
la Federacion Espanola de Profesores de Matematicas y la Sociedad Aragonesa de Profesores de Matematicas.



No solo PDI (y 1)

ANA [sABEL BLASCO NuNO, CARMEN SOGUERO PAMPLONA Y RICARDO ALONSO LIARTE
(CEIP RicARDO MALLEN, CALAMOCHA; UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA, TERUEL;
|[ES SALVADOR VICTORIA, MONREAL DEL CAMPO)

Continuamos con la propuesta de materiales iniciada en el nimero anterior, centrada en trabajar conjuntamente
con material manipulativo y con los applets de GeoGebra, normalmente en gran grupo desde la pizarra digital
interactiva.

En esta selecciéon hemos elegido un total de nueve actividades que describimos a continuacion.

Con cuatro colores

En el applet de GeoGebra, esta actividad presenta un rectangulo dividido en zonas que hay que colorear. Para ello
basta con seleccionar uno de los colores de la derecha y pinchar sobre la zona que se desee. Automaticamente
quedara pintada de ese color. Si se quiere cambiar el color, basta con elegir otro y volver a hacer clic sobre la zona.

Laidea es que consigan pintar cada zona de un color de manera que no haya dos zonas que tengan una frontera
comun con el mismo color. Se puede pedir a los alumnos que lo intenten solo con tres colores, y si no pueden,
seguro que con cuatro si. Este resultado se conoce como el teorema de los cuatro colores.

Nuestra propuesta para trabajar con esta actividad combinando el trabajo manipulativo con el de la PDI pasa
por hacer grupos de 4 alumnos en clase e imprimir un ejemplar del archivo «concuatrocolores.pdf» para cada
grupo. Este esta disponible en la misma web desde la que se ejecuta el applet. En cada grupo se dispondra de 4 pin-
turas de colores distintos, una para cada nino. Por turnos, cada uno pintara un rectangulo, de modo que no haga
frontera con otro del mismo color (pintado por ¢l). Cuando lo hayan completado todos los grupos, saldra un nifio
de cada uno para reproducir su solucién en la PDI, y se debatira en gran grupo si es correcta o no.

Sudokus

Proponemos aqui utilizar tres aplicaciones que reproducen el esquema del conocido juego japonés: Sudoku de
frutas, Sudoku de hortalizas y Sudoku de colores.

En los tres casos se plantea un modelo de sudoku simplificado con 4 X 4 casillas, de modo que deben conseguir
que cada una de las 4 figuras (o colores) distintas aparezca una vez en cada cuadrado (de 2 X 2), en cada fila y en
cada columna. En dos de ellos se trabaja con representaciones de objetos reales y conocidos (frutas y hortalizas)
mientras que en el tercero se juega con los colores.

Ly


https://www.geogebra.org/m/WJYUSUtb
https://www.geogebra.org/m/seG4YsmP
https://www.geogebra.org/m/seG4YsmP
https://www.geogebra.org/m/xywgpSAX
https://www.geogebra.org/m/CnKFR5QC
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La propuesta para trabajar este material de forma manipulativa plantea los tiempos de forma inversa a la ma-
yoria de las sugerencias hechas hasta ahora. En esta ocasion proponemos utilizar los applets en la PDI para ensenar,
en gran grupo, el mecanismo de resolucién de los sudokus. Posteriormente, se pasa a trabajar con las copias de los
tableros y las fichas, que se pueden imprimir desde el pdf disponible en las webs. Se proporciona uno de los tres
juegos a cada pareja y se les pide que lo resuelvan. Cuando ya lo han hecho todos, se puede reproducir su solucion
en la PDI y discutir entre todos si es correcta o no.

En el firmamento

En esta ocasion se propone un juego de bloque 16gicos asociados a cuerpos celestes. Trabaja con cuatro cualidades
con sus correspondientes atributos: forma (sol, luna y estrella), color (amarillo, rojo y azul) y tamano (grande y pe-
queno). En la parte superior del applet se pueden seleccionar las cualidades que se quieren trabajar. A la derecha
aparecen la totalidad de las 18 piezas del juego y a la izquierda, una superficie azul que simula el firmamento. La
actividad consiste en que los ninos coloquen sobre la superficie aquellas piezas que cumplen con los atributos que
aparecen arriba. Estos son aleatorios, y pinchando sobre el botén del icono circular, se renuevan, al tiempo que
las piezas vuelven a su situacion original.

Paralelamente, se propone que los alumnos realicen la actividad con su propio juego de piezas, de modo que
cada uno debe seleccionar aquellas que cumplen lo que se indica en la pizarra. Hecho esto, uno de ellos saldria a
la pizarra y plasmaria en ella su solucién, sometiéndola a la discusion de toda la clase.

Una alternativa de juego seria la siguiente: Se selecciona solo una de las cualidades y dejamos que un nifio, con
la ayuda de los demas, coloque en el firmamento todas las piezas que corresponden al atributo que ha salido. Por
ejemplo, azul si la cualidad elegida es el color. A continuacion se habilita otra cualidad y se les pide que saquen de
la zona azul todas las piezas que ahora no cumplen con los dos atributos. Y finalmente, se habilita la tercera cua-
lidad y se procede del mismo modo, con lo que al final quedaria solo una pieza.

También se podrian usar dados (uno por cualidad) que permitirian realizar el juego sin usar la pizarra digital.
La plantilla correspondiente contempla los atributos positivos y negativos, lo que permite ampliar las actividades
que se plantean. No obstante, en este caso, se perderia la componente de comunicacion horizontal que conlleva
el trabajo en gran grupo.



https://www.geogebra.org/m/sudbnden
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Sumar agrupando decenas

Esta aplicacion hace una propuesta similar a las regletas de
Herbiniere-Lebert. Se trata de un material estructurado for-

mado por reticulas de diez cuadros organizados en dos filas de
cinco y fichas de dos colores (en este caso verdes y azules). La
aplicacion plantea una suma de dos digitos y los alumnos deben
colocar ambos consecutivamente con fichas sobre la reticula,
agotando la primera fila y siguiendo con la segunda. Cada nu-
mero se representara con fichas de un color. Finalmente, el
alumno debe reconocer el nimero total de fichas (que es el re-
sultado de la suma) por la forma en que ocupa las cuadriculas.
Por ejemplo, si el resultado es un seis, el alumno ve una fila com-
pleta (cinco) mas una ficha (uno). O si es un trece, vera una re- “““““‘ ‘
ticula completa (diez) y tres mas. Se trata pues de hacer sumas
mentalmente descomponiendo el resultado en cinco mas algo o diez mas algo.

Este material se puede emplear también para introducir la decena como unidad de recuento, justificando asi
la escritura del diez con las cifras 1 (una reticula completa) y O (ninguna unidad suelta en la segunda reticula).

La actividad se puede trabajar en la pizarra digital interactiva al tiempo que los alumnos la trabajan con material
manipulativo, ya sea individualmente o en pequefio grupo (parejas o trios). La ventaja del uso simultaneo en gran
grupo mediante la PDI es, como en la propuesta anterior, la posibilidad de proponer el mismo ejercicio a todo el
grupo vy, posteriormente, comparar y debatir los resultados. El material manipulativo, listo para imprimir y recortar,
esta disponible, como en el resto de los casos, en la web en la que se encuentra la aplicacion.

Carrera de ranas

Esta aplicacion de GeoGebra es complementaria con el material
manipulativo que la acompana, ya que se plantea en dos fases.
Aunque, en caso necesario, se puede llevar a cabo solo una de las
dos fases, sin hacer el juego completo.

La primera fase se desarrolla por equipos con el material fisico,
que se puede descargar e imprimir desde la pagina de la aplicacién
digital.

Organizaremos la clase por equipos de 6 alumnos. A cada uno
se le asigna una figura geométrica mediante el lanzamiento del
dado correspondiente. Sobre varias mesas juntas o sobre el suelo
se preparan seis «caminos», uno para la rana de cada participante.
La salida se representa con una roca y la llegada con un nentfar.
En este momento, la maestra cuenta una breve historia sobre la necesidad que tienen las ranas de llegar a los ne-
nufares, porque tienen hambre y es alli donde comen.

A cada miembro del equipo se le da una rana de un color, un palito del mismo color (todos los palitos tienen la
misma longitud) un lapiz y un papel. Antes de comenzar, cada nifio coloca su rana en una de las rocas, lista para
comenzar la carrera. Ademas, cada equipo cuenta con un dado con las caras de colores, los mismos que tienen las
ranas y los palitos.

Con este material se desarrolla una carrera de ranas en cada equipo: Se va tirando el dado y el alumno que
tiene la rana del color que sale en el dado, la adelanta una distancia igual a la longitud del palito. Seguidamente,
anota la tirada en su papel (con la representacion que €l quiera). Si el color que sale es el del nino que lo tira,
avanza dos palitos. Y se vuelve a tirar el dado.

En esta fase, obtendremos un nifio «ganador» por cada grupo. Ese nifio ostentara la representacion del grupo
en la siguiente fase y se le reconocera por la figura geométrica que corresponda a su alfombra.
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https://www.geogebra.org/m/wt3zzvee
https://www.geogebra.org/m/juwrqxav
https://www.geogebra.org/m/juwrqxav
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A continuacion se pasa a la segunda fase, que se desarrolla en la pizarra digital interactiva. Consiste en una ca-
rrera sobre la aplicacion realizada con GeoGebra. Cada grupo tiene asignada una rana que es movida por su re-
presentante, con las indicaciones verbales de todo el equipo. Cada uno lanza el dado una vez y adelanta la rana
la distancia que indica el liston del color que sale en el dado. Gana el equipo que llega antes a la meta, momento
en el que acaba el juego. Puede visualizarse un video de la actividad

Qué compro

En esta actividad se plantea un contexto préximo a la realidad. Se propone representar una visita al mercado. En
primer lugar, se simula un mercado en el aula con material habitual en las clases de Infantil: frutas, verduras,
carne, pescado y productos de panaderia de juguete. Los ninos clasifican las piezas en categorias (frutas y verduras,
carne y pescado, pan y bolleria) y la maestra coloca los precios de dichas categorias (entre uno y dos euros la pieza).
Ademas se imprimen y plastifican unos monederos que en su interior contienen monedas de un euro y que pos-
teriormente podemos ampliar combinando con monedas de dos euros, también impresas y plastificadas, pegadas
en el interior con un velcro. Cada nifio cuenta con un total de cinco euros que puede gastar eligiendo los productos
que desee. Durante un tiempo entre 15 y 20 minutos, los nifios hacen su compra y van pasando por «caja» para
pagar. La caja la simula la profesora, que valida la compra contando con los nifios cudl es el coste total de sus pro-
ductos y comparandolo con el dinero que tienen en el monedero. Sila compra no es correcta, le pide que decidan
qué productos van a devolver, hasta que se ajusten a sus 5 euros.

Cuando ya han validado todos los nifios su compra se comienza el trabajo con la aplicacion de las PDI. En ella
se ofrece un escenario similar al del aula, ya que propone un «mercado» con productos y una cantidad de dinero
que es aleatoria entre 1 y 9 euros para adquirirlos. Los ninos salen individualmente y con toda la clase se decide si
la compra elegida es posible con ese dinero o no. Es decir, el papel de validacion de la docente pasa al grupo clase.

En esta fase de la actividad, la maestra decide qué nifio sale en funcion de la cantidad de dinero que tenemos
en pantalla y de la capacidad del alumnado.

En edades inferiores, podemos ayudar al alumno arrastrando a la caja las monedas que cuesta cada producto
que va introduciendo en la cesta, de esta forma le facilitamos saber cuanto dinero le va quedando conforme realiza
la compra.

Tras cada eleccion de producto, se pueden plantear a toda la clase preguntas que les hagan reflexionar sobre
las operaciones que se estan realizando. Por ejemplo: ;Cuanto dinero le queda? ;Podria comprar pollo (u otro
producto) con el dinero que le queda? ;Qué comprariais con lo que le queda? ;Cual seria tu eleccion? ¢Si quisieras
comprar tal producto, tendrias dinero suficiente?...

Desde la propia aplicacion se puede descargar un pdf para imprimir las monedas y los monederos.
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https://youtu.be/ss3875cojDM
https://www.geogebra.org/m/ZKp4SW2c 
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Reconoce la figura

Se trata de una actividad que desarrolla el reconocimiento y analisis de cuerpos geométricos basicos y su relacion
en objetos reales de la vida cotidiana.

La propuesta pasa por trabajar en primer lugar con las colecciones de cuerpos geométricos disponibles en el aula.
Se retne a los alumnos en grupos de cuatro y se les proporciona una de estas colecciones a cada grupo. Entonces se
propone que hagan una clasificacion de las piezas sin especificar el criterio. Cuando han terminado todos los grupos,
se les pide que expliquen por qué han hecho asi el agrupamiento. Se espera que los nifios se hayan basado en aspectos
como la presencia de vértices (esquinas) o no y el nimero de estos (ninguno, uno o muchos), la presencia de rectas
(aristas) y su numero, la capacidad de rodar de la figura, o la estabilidad una vez apoyada en una cara.

Una vez hecha la clasificacion, se hace una ronda de preguntas pidiendo que nombren objetos cotidianos que
tengan la forma similar a las figuras de cada clase.

Posteriormente se inicia la aplicacion de la PDI. En ella aparece una caja por cada forma geométrica. Ademas
van apareciendo imagenes con objetos de la vida cotidiana que hay que asociar a una de las formas, arrastrandola
al interior de la caja. Cuando se ha arrastrado una imagen, se puede pinchar sobre la forma basica que hay dentro
de la caja y en la parte derecha aparecera la misma forma, pero interactiva. Podemos cambiar sus dimensiones y
se puede girar (arrastrando el botén derecho). Se puede aprovechar ese momento para que los ninos profundicen
en las propiedades de las figuras que han ido descubriendo al clasificarlas en la primera parte de la actividad.

Con estos dos articulos esperamos haber aportado ideas para una utilizaciéon mixta del material manipulativo y
la pizarra digital interactiva. Aunar la importancia didactica del primero y la utilidad y poder motivador del segundo
puede ser una via para mejorar los aprendizajes de las matematicas en estos primeros anos de escolarizacion.
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Algoritmos internacionales
de la division

P

ANTONIO M. OLLER MARCEN
(UNIVERSIDAD DE ZARAGOZA)

Durante varios siglos, las aritméticas practicas y comerciales que se publicaban presentaban a menudo una gran
diversidad de algoritmos para la realizacion de las distintas operaciones aritméticas. Las recomendaciones que se
hacian con respecto al uso de unos u otros dependia de aspectos como los nimeros involucrados, el contexto, o
incluso el gusto personal del autor. Por ejemplo, Gaspar de Texeda, presentaba en su Suma de Arithmetica pratica y de
todas mercaderias con la horden de contadores (1546) hasta 11 algoritmos distintos para la multiplicaciéon. En algunos de
ellos hacia comentarios del tipo «no se lleva nada de memoria» o «esto haras en mayores nimeros y viene bien»
que parecen querer indicar algunas ventajas percibidas por el autor. De hecho, Texeda no tiene reparos en indicar
clara y explicitamente su preferencia por uno de los algoritmos presentados, aunque tristemente no nos indica el
motivo de su eleccién y se limita a decir laconicamente que la usa «por ser la mejor».
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Evidentemente, esta riqueza de algoritmos mas o menos diferentes era mucho mayor en el caso de la multipli-
cacion y de la division puesto que se trata de situaciones mas complejas que la suma o la resta tanto conceptual
como procedimentalmente.

Muchos de los distintos algoritmos que se presentaban en los libros tenian su propio nombre. Entre el extenso
listado de Texeda encontramos algunas curiosas denominaciones como, por ejemplo, la multiplicacién «por esca-
quer», «por castellucio» o «por copa». Estos nombres evocan en ocasiones la forma en que se acaban disponiendo
los resultados parciales durante la aplicacion del algoritmo. En la figura adjunta el lector podra juzgar si la deno-
minaciéon de «multiplicacién por copa» es o no adecuada.




Algoritmos internacionales de la division ANTONIO M. OLLER MARCEN

Aunque no es nuestro objetivo aqui, resulta interesante sefialar que el autor no da ni una sola indicacion sobre
los pasos en los que consiste el algoritmo, dejando la explicacién tinicamente en manos de la capacidad analitica
del lector. De hecho, Texeda se limita a indicar que «pénense las decenas, y no se lleva nada de memoria comienza
de la mano izquierda hacia la derecha». Es un ejercicio interesante tratar de desentrafiar el misterio y aplicar el
algoritmo para multiplicar otras parejas de nimeros.

Volviendo al tema de los nombres de los algoritmos, algunas denominaciones hacen referencia a distintos paises
o regiones. La multiplicacién «por copa» que acabamos de ver, también es denominada por Texeda como multi-
plicacion «a la francesa». De forma similar, Joan Ventallol habla en su Pratica mercantiuol (1521) de un cierto modo
de «multiplicar morisco». Sin entrar en detalle, de esta multiplicacién morisca Ventallol sefiala que «se hace sin
tener decena alguna, no se practica entre nosotros cristianos en el arte mercantil, es verdad, yo lo practico al sacar
las raices cubicas seguin veras en su lugar». En términos similares leemos en la Arithmetica (1564) de Antich Rocha
que «no puedo dejar de explicarte ciertas maneras de multiplicar guardadas de muchas naciones, y primeramente
te quiero poner un ejemplo del modo que multiplican los barbaros y gente morisca. El cual modo de multiplicar,
aunque sea traido de muchos aritméticos es poco frecuentado de los mercaderes cristianos».

Estas denominaciones geograficas fueron especialmente populares, y mucho mas especificas, en el caso de los al-
goritmos de la division. En la figura que acompana se presenta el indice de dos obras. Una es Le tresor de [arithmetique
(1695), del francés Nicolas Le Roux. Otra es Arithmetick made so easy that it may be learned without a master (1740), del
inglés Thomas Fletcher, que se trata en realidad de la traduccion (aunque fuertemente editada) de un texto francés.
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Como podemos ver, aparecen hasta cinco modalidades nacionales diferentes a la hora de llevar a cabo una di-
vision: alemana, espafiola, india, italiana (también con una version corta) y portuguesa. A estas cinco hay que
anadir que Le Roux denomina en algunas partes de su texto division «a la francesa» lo que en el indice aparece
simplemente como «division».

Ante esta situacion, cabe preguntarse cuales son las discrepancias entre unas formas y otras de llevar a cabo
las divisiones. En realidad, las diferencias radicaban principalmente en la disposicion inicial de los datos, en el
orden en que se realizaban los pasos intermedios del algoritmo o en las ubicaciones de los resultados parciales ob-
tenidos. Por ejemplo, al presentar la division a la alemana Le Roux dice que «esta divisién no es apenas diferente
de la espanola, puesto que el lugar de poner el divisor bajo el dividendo, lo colocamos sobre el cociente». En el
caso de la divisién a la italiana Le Roux afirma que «para hacer esta division no se borran las cifras y colocamos
los restos bajo el dividendo». Finalmente, la descripcion que se da de la division india es algo mas prolija y la omi-
timos. En la figura siguiente se muestran sin mayores explicaciones algunos ejemplos que da Le Roux de una di-
vision: a la espanola (arriba a la izquierda), a la alemana (arriba a la derecha), a la italiana (abajo a la izquierda)
y a la india (abajo a la derecha).
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A'la hora de optar por un modo concreto, Le Roux recurre a un argumento relativamente subjetivo: «He dado
en primer lugar la division a la francesa, porque es el fundamento de todas las demas, pero la division a la espafiola
es la mas bella y mas corta, y me serviré de ella en las operaciones de mi libro». No queda claro si la elige por cuestiones
estéticas o de eficiencia. El lector moderno puede tratar de desentrafiar el funcionamiento de los distintos algoritmos,
lo que no siempre es facil, y tomar su propia decision al respecto. Lo que si parece evidente es que el método que Le
Roux denomina division a la italiana es el que coincide con el que utilizamos actualmente en Espana.

En todo caso, y como quizas cabia esperar porque las preferencias son siempre personales, el inglés Fletcher
adopta una aproximacion distinta en su libro. Al abordar los distintos algoritmos para la division, este autor sefiala
que «te ensenaré diversos modos de realizar la division, pero comenzaremos por el italiano, que es el que elegiremos
para utilizar porque parece el mas sencillo y el mas facil para los aprendices, y es el mas practicado en Inglaterra».
Ademas, un poco mas adelante anade que «este método italiano requiere menor cantidad de cifras que cualquier
otro tipo de divisién» e incluso especifica que «cuando la division es larga, te lleva tres veces mas en la division es-
panola». Estas consideraciones de caracter pragmatico, relacionadas con la eficiencia de los distintos algoritmos,
llevan al autor al extremo de omitir completamente el método de division a la francesa, diciendo del mismo que
«es demasiado largo y, por tanto, no nos detenemos en él».

Ademas de detenerse bastante en consideraciones que van mas alla de cuestiones estéticas o de la disposicion
de los datos y de los resultados intermedios, el texto de Fletcher abunda en reflexiones que pueden llevarse al aula
actualmente para promover discusiones potencialmente ricas. A continuacion, transcribimos un fragmento que
nos parece particularmente interesante a este respecto:

Los tres métodos de la division que acabamos de ensefar; a saber, el italiano, el espafol y el portugués, son los mejores y los

mas utilizados. Pero el mas sencillo, mas facil y mas cdmodo para nuestros propésitos es el que ensefiamos en primer lugar y

por tanto no utilizaremos ningun otro en el resto del libro. Por eso también hemos dedicado mas espacio a explicar ese método

que los otros, que creemos que se entienden facilmente una vez que el italiano es bien conocido. Este es suficiente por si solo,

puesto que ademads no hay necesidad de saber ni de acostumbrarse a mas de un método ya que con independencia del método
por el cual realices tu divisidn, el cociente serd el mismoy el resto, si es que lo hay, también.

Asi pues, a partir de estas lecturas de textos histéricos se puede promover en los estudiantes la reflexion sobre as-
pectos como la naturaleza de los algoritmos, la posibilidad de que existan multiples algoritmos que realizan una
misma tarea y la utilidad o no de conocer mas de uno de ellos, la necesidad de definir qué significa que un algoritmo
sea mejor que otro y de disponer de criterios para decidirlo, etc. Todas estas cuestiones se relacionan con varias de
las competencias especificas de la materia de matematicas de los ya no tan nuevos curriculos, y se pueden abordar
con diversos grados de complejidad y profundidad en los distintos niveles y con diversos perfiles de alumnado. Eso
si, todas estas reflexiones de y con los estudiantes conllevan una reflexion propia por nuestra parte como docentes
sobre el modo en que abordamos la ensefianza de los algoritmos, no necesariamente en el contexto de la division.

Figq
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Polihexagonos

PEDRO LATORRE GARCIA
(CPEPA Gomez Lafuente, Zaragoza)

En el rincon de Petrus encontraréis seis aplicaciones, siendo la tltima novedad el juego Polihexes. Estan desarro-
lladas en el lenguaje javascript y han sido probadas con el navegador Mozilla Firefox en un PC. También deberian
funcionar razonablemente bien en tabletas que ejecuten un navegador web, puesto que reconocen los eventos tac-
tiles. Cuando se termina un juego, el usuario puede generar un certificado de superacioén para poder acreditar su
esfuerzo y habilidad.

Con este articulo continia una serie dedicada a las poliformas. Primero visitamos los poliominés, después a los
polidiamantes y ahora le toca el turno a los polihexagonos (wikipedia). Asi se llaman los poligonos construidos uniendo
por sus aristas hexagonos regulares iguales, de forma que no se superpongan. En los polihexagonos libres, en inglés
ree polyhexes, la imagen especular se considera que es la misma figura. Con esta consideracion, si consultamos en la
enciclopedia online de secuencias de nimeros enteros, veremos que hay siete tetrahexagonos o veintidos pentahexa-
gonos y que en octubre de 2023 se determiné que el nimero de 36-hexagonos libres superaba los treinta y tres mil
trillones. No se ha encontrado ninguna férmula para determinar el nimero de n-hexagonos, ni siquiera hay cotas.

Cuando estaba buscando contenidos actuales relacionados con las poliformas, gracias al video Mayores avances
en matematicas en 2023, me enteré que se acababa de descubrir una «baldosa de einstein», es decir, una forma
que tesela el plano de forma aperiddica. En este caso, «einstein» es un juego de palabras en aleman (ein stein significa
«una piedra») y no tiene relacion con el fisico Albert Einstein. La tesela se asemeja a un sombrero y es un polykite,
poliforma obtenida a partir de una cuadricula triangular regular superpuesta a su cuadricula hexagonal dual. En
el dibujo se observan las ocho cometas que forman la figura. Hasta ahora eran necesarias al menos dos teselas
para hacer un cubrimiento aperiddico. Las mas conocidas serian las encontradas por Roger Penrose, la pareja de
baldosas cometa y flecha y un segundo conjunto formado por dos rombos.

El descubrimiento se debe al matematico aficionado David Smith. Para los interesados en profundizar en el
tema, un buen punto de partida seria la pagina de Craig S. Kaplan en la Universidad de Waterloo.

He dibujado en una reticula triangular varios sombreros, para ver como van llenando el plano sin dejar huecos.

Easy
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Polihexdgonos PEDRO LATORRE GARCIA

El juego Polihexes es el clasico puzle de colocar unas piezas formando una figura. En concreto, el objetivo es
poner un conjunto de polihexdgonos dentro de una regién definida del plano, sin superposicion. El juego cuenta
con 11 niveles. Las piezas viven en una reticula hexagonal, algo a lo que no estamos acostumbrados, mas habitua-
dos a las cuadriculas cartesianas. Probando el juego, he notado que al principio cuesta ver cudl va a ser el resultado
de un giro o de hacer una reflexion.

En la resolucion de estos puzles es primordial ser ordenado para ir colocando secuencialmente los polihexagonos
en diferentes posiciones que vayan cubriendo la region, teniendo en cuenta los que nos quedan por poner. Como
ya comenté para el juego de los pentominos, la intuicién juega un papel menos relevante que la constancia y la
capacidad de ser exhaustivos, porque muchas veces no hay criterios que indiquen si vamos por el buen camino.
Este problema serviria para ensenar el disefio de varios algoritmos que vayan recorriendo todas las posibles formas
de ubicar las piezas.

Para hacer mas sencilla la resolucion de los niveles, las piezas colocadas dentro de la region no hace falta mo-
verlas para completar el cubrimiento. La simplificacion conlleva que el juego es mas dinamico y divertido, au-
mentando su jugabilidad. Una vez que nos hemos familiarizado con las piezas y sus movimientos en la reticula, se
pueden resolver la mayoria de los niveles sin tener que hacer demasiadas pruebas. Como siempre, recomiendo
encarecidamente que se use un juego fisico para resolver los puzles y de esta forma minimizar el tiempo de expo-
sicion a la pantalla.

El manejo del juego es muy sencillo. Para seleccionar una
pieza, en un PC colocamos encima el cursor y en una tableta
presionamos sobre la misma. Como para llevar a los polihexa-
gonos desde una orientacion a otra solo hace falta como ma-
ximo realizar una simetria, se distinguen dos casos:

— Si1 su forma solo cambia al girarla, aparece un dial de
forma circular. Presionando sobre el mismo haremos una
rotacion de 60° en el sentido antihorario con respecto al
centro del dial. Presionando y arrastrando dentro de la pieza, pero fuera del dial, moveremos la pieza.

— Si su forma cambia por giros y también al reflejarla, aparece un dial dividido en dos semicirculos. La parte
superior sirve para girarla (como en el caso anterior) y al presionar en la inferior, marcada con una S, se
realiza la reflexion segin un eje horizontal o vertical que pasa por el centro del dial. Para moverla, idem al
caso anterior.
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Area del circulo

por
VICENTE MEAVILLA SEGUI

(Catedratico de Matematicas jubilado)

En su Libro de Geometria (Hibbur hameixiha uehatixboret) el judio Abraham bar Hiia (ca. 1070 — ca. 1136), nacido en
Barcelona y conocido con el sobrenombre de «Savasorda» presenta el siguiente procedimiento para calcular el
area del circulo.

Si se abre la superficie del circulo por un lado y se estiran todas las circunferencias concéntricas, desde el exterior hacia el centro,
se convertirdn en rectas que irdn disminuyendo sucesivamente hasta un punto, que sera el centro del circulo, de modo
que resultara un tridngulo cuya érea serd la mitad de la base (o sea, la circunferencia) por la altura (o sea, el radio).

w

pe=—

=

A partir de la descripcion anterior, resulta claro que:

Area 5 (Q’RR)R =nR*> |R es el radio del circulo)|.

mculo
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Un problema de grifos del siglo xv

por
VICENTE MEAVILLA SEGUI
(Catedratico de Matematicas jubilado)

En 1491, Filippo Calandri publicé en Florencia De arimethrica opusculum, primer impreso italiano de matematicas
que contiene una coleccion de problemas con ilustraciones.
Dicha coleccion incluye la siguiente cuestion, en la que intervienen un grifo, un desagiie y una fuente:

Un grifo llena una fuente en 4 dias. Cuando estd llena lo cerramos y abrimos un desagiie que la vacia en 11 dias.
Estando la fuente vacia, jen cuanto tiempo se llenara abriendo a la vez el grifo y el desagiie?

Para resolver el problema, el matematico florentino utiliza el método de «reduccion a la unidad».
En efecto.

En un dia, cuando el desagiie esta cerrado, el grifo llena 1/4 de la fuente.

En un dia, cuando el grifo esta cerrado, el desagiie vacia 1/11 de la fuente.

Por tanto, el grifo y el desagiie (trabajando juntos) en un dia llenan:

1 1_7 de la fuente.

4 11 44

Entonces, por la «regla de tres» se tiene que: si en un dia el grifo y el desagtie llenan 7/44 de la fuente, para
llenar 44/44 de la fuente [es decir, la fuente entera] tardaran:

/444 _ 2

— = dias.
7/44 7 7

Ey
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El pantégrafo

ALvaRO GUTIERREZ Ruiz
(CPEPA Marco Valerio Marcial, Calatayud, Zaragoza)

El pantografo es un mecanismo articulado formado por cuatro varillas conectadas que forman un paralelogramo.
Uno de los puntos extremos (4) de una varilla mayor es fijo (se denomina pwote), y los demas pueden moverse li-
bremente. En el punto de articulaciéon de las varillas cortas (P) se coloca un lapicero guia, y en el extremo de la
otra varilla larga (B) se coloca otro lapicero o instrumento de dibujo.

Las varillas largas son iguales (AX' = XB), y las cortas se colocan
de manera que AY=1YPy PW=WB, y de forma que el cuadrila-
tero X1PIV sea un paralelogramo.

Los triangulos AYPy AXB son is6sceles y semejantes; ya que los
angulos ZAYPy ZAXB son iguales por ser angulos alternos inter-
nos en un paralelogramo y ser isésceles (criterio Lado-Angulo-
Lado); en particular los angulos ZYAPy ZXAP también son iguales
y en consecuencia los puntos 4, Py B estan siempre alineados.

En cualquier posicion del mecanismo, el punto 4 es fijo, y los
puntos Py B describen figuras homotéticas una de otra de razéon
k=AX/ PY,la razon de semejanza.

Si colocamos una guia en el punto P, y un lapicero en el punto
B; este tltimo describira una figura ampliada de la que describe
el punto P con razén de aumento £.

Si, por el contrario, colocamos la guia en el punto B, y el la-
picero en el punto P; el punto P describira una figura reducida

X P

de la que describe el punto B, con razéon de reduccion 1 /4.

También podria dibujarse una figura de homotecia negativa; para ello bastaria dejar fijo el punto P; con lo
cual los puntos A y B describirian figuras homotéticas una de otra de razén —k o —1/k.

El pantografo fue inventado por el fisico, matematico y astronomo aleman Christofer Scheiner (1575-1650),
que en 1603 jugando con unas varillas de madera y unos clavos se dio cuenta de la homotecia.

En la actualidad se sigue utilizando en diversos ambitos: en mecanismos tales como el gato hidraulico, en la cons-
truccion de edificios, en la confeccion de embalajes, en dptica, en talleres de joyeria o como instrumento de dibujo.

Dentro del curriculum de secundaria se pueden trabajar diversos aspectos en las unidades de geometria:

— Semejanza de triangulos.

— Teorema de Tales y propiedades de los paralelogramos.
— Semejanza de poligonos.

— Escalas de figuras en general.

No es dificil que los alumnos puedan construir su propio panto-
grafo usando laminas de plastico.

Pueden construirse pantografos caseros con laminas de aluminio
o de madera e incluso sirviéndose de laminas de cartéon como se ex-
plica en el siguiente video:

<https://www.youtube.com/watch?v=7Ddk_HAgtUw>.
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El pantégrafo ALvaRO GUTIERREZ Ruiz

En definitiva, este mecanismo permite reproducir dibujos originales a escala, de forma natural y manteniendo

las proporciones.

También puede utilizarse GeoGebra para practicar y realizar figuras a escala utilizando pantégrafos, como los
que se pueden encontrar en la pagina de recursos de la aplicacion. Veamos algunos ejemplos.

Pantografo de Patricia Bittencourt
En este caso se pueden hacer ampliaciones y reducciones de diversas figuras que pueden elegirse o hacer nuestro

propio disefio.

Pantégrafo de Saul Chavez

Con este applet se pueden reproducir poligonos regulares a diferentes escalas.

Relacion: 3:1

En caso de que el lapiz desaparezca, mover
el poligono a la izquierda
INICIO / PAUSA

Rastro

Elimina rastro

o fura

Poligono de 7 lados
n=7

1



https://www.geogebra.org/search/pant�grafo
https://www.geogebra.org/m/B4jmKDwH
https://www.geogebra.org/m/yhw8kmt9 

El pantégrafo Avvaro GuTiERrREZ Ruiz

Pantografo de Wenes Gomes Aquino

Este otro permite dibujar circunferencias homotéticas.

Pantégrafo de Leandro Amorin Da Silva

Y con este ultimo se pueden reproducir elipses o cualquier cénica a partir de una dada.

El Mecanismo de inversion de Peaucellier

Otro mecanismo articulado es el que permite visualizar la trasformacion geométrica llamada nversidn respecto de
una circunferencia.

La inversion es una trasformacion geométrica que lleva todos los puntos del interior (salvo el centro) de una
circunferencia de radio r al exterior y, reciprocamente, los del exterior al interior. Los puntos de la circunferencia
los deja puntualmente fijos.

Concretamente, a cada punto P del plano, lo lleva a un punto P’ en la semirrecta OP de forma que se verifica
que OP -OP’=7r.

La inversion tiene la particularidad de que trasforma las circunferencias que pasan por el centro de inversion
en rectas que no pasan por el centro de inversion, y trasforma las circunferencias que no pasan por el centro de
inversion en otras circunferencias homotéticas a las anteriores.

En la altima mitad del siglo XIX, se planteaba el problema geométrico de descubrir un mecanismo articulado
para construir una linea recta.

Finalmente, en 1864, un oficial ingeniero de la armada francesa Charles-Nicola Peaucellier (1832-1913) hallo
una solucién, que fue anunciado por su companero A. Mannheim en la reunion de la Sociedad Filomatica de
Paris en 1867. Pero se prest6 poca atencion a este anuncio hasta que Lipkin, un joven estudiante del célebre ma-
tematico ruso Chevyshev (1821-1894) descubri6 ¢l mismo el mecanismo. A pesar de que el propio Chevyshev
habia tratado de demostrar la imposibilidad de dicho mecanismo.

E2}4


https://www.geogebra.org/m/xe97ngvd
https://www.geogebra.org/m/UmlcbJvV

El pantégrafo Avvaro GuTiERrREZ Ruiz

Lipkin recibi6 un importante premio del gobierno ruso, después de lo cual el mérito de Peaucellier fue también
reconocido y también se le otorgo el gran premio mecanico del Instituto de Francia. Por todo ello el mecanismo
suele ser conocido como mecanismo de inversion de Peaucellier-Napkin.

El mecanismo de Peaucellier-Napkin esta formado por 7 barras: 2 barras largas formando un triangulo isosceles
unidas en el centro de inversion, 4 barras formando un rombo articulado unido a los extremos de las barras largas;
una ultima barra unida a uno de los vértices del rombo, dicho vértice va a recorrer la circunferencia que se desea
Invertir y que pasa por el centro de inversion.

Se prueba que el producto EG -EL es una cantidad fija, ER*—GER?, que solo depende de las longitudes de las
barras utilizadas. Por lo tanto, mientras el punto verde G recorre una circunferencia que pasa por £, el punto L
debe recorrer una recta.

Puede construirse un mecanismo de Peaucellier con laminas de material escolar como en la siguiente figura:

También pueden utilizarse recursos de GeoGebra para visualizar mecanismos de Peaucellier ya realizados
como los ejemplos que se presentan a continuacion.

Mecanismo de Peaucellier de Javier Cayetano Rodriguez

Con este applet podemos visualizar la transformacién de movimientos circulares en lineales.



https://www.geogebra.org/m/cst4jk4m

El pantégrafo Avvaro GuTiERrREZ Ruiz

Mecanismo de Peaucellier de Luis Pérez

De la misma forma que con este otro.

Notese que el mecanismo, en la segunda figura trasforma una circunferencia que no pasa por el centro de in-
version en otra circunferencia homotética.
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Cuando en septiembre de 2020 los firmantes coincidimos en el CPI El Espartidero decidimos iniciar la andadura
de explicar las matematicas sin libro de texto y con un enfoque diferente. Tomando como referencia algunos pro-
yectos del Grupo Cero de Valencia preparamos una secuencia didactica siguiendo el modelo de la ensenanza por
resolucion de problemas. En esta comunicacion, justificamos nuestra eleccion, basandonos en las fuentes que usa-
mos. Asi mismo, explicamos nuestra puesta en practica, lo que consideramos sus puntos fuertes y los obstaculos
con los que nos estamos encontrando. En la actualidad llevamos implementados los tres primeros cursos de la
ESO vy al final de la comunicacién compartimos algunos materiales y ponemos algiin ejemplo.

Lo que presentamos no es una experiencia de aula puntual. Se trata de la implementacién de una programacion
«diferente» a como se suele hacer (entiéndase la expresion) a lo largo de los tres primeros cursos de la ESO, hasta
el momento. Empezamos en el 20-21 con 1.” de ESO vy los dos siguientes cursos hemos afiadido 2.” y 3.°. Es decir,
lo que estamos presentando es el resultado de dos cursos y medio de trabajo y el correspondiente material que
abarca la totalidad de los citados cursos. Obviamente, resulta complicado resumir en veinte minutos o en media
docena de paginas lo que estamos haciendo; pero esperamos, al menos, transmitir nuestras sensaciones.

En los sucesivos informes PISA en los que ha participado nuestro pais, nuestros resultados estan siempre mas
o menos en el mismo intervalo. Da lo mismo el paso de los afios y los sucesivos cambios de ley. Tras la puesta en
marcha de la LOMLOE vy, en especial del curriculo de matematicas, se ha dicho en algunos foros que ahora la pe-
lota esta en el tejado del profesorado. Nosotras pensamos que siempre lo ha estado.

El titulo

Hemos querido jugar con el titulo y barajamos varias ideas. Una era Matemdtica punky pero temimos que se malin-
terpretara y se pensara que tiene algo que ver con el desorden (lo cual nos podia haber generado algtn tipo de
conflicto de derechos de autor). Otra, Cero ideas originales, intentando hacer hincapié en que nosotras no somos au-
toras de nada de lo que estamos poniendo en practica: ya estaba todo dicho.

Espartidero, S. L., no pretende transmitir la idea de que somos una asociacion cerrada. S. L. es Sin Libro (de
texto). Y Cero ideas proviene de que nuestra fuente es el Grupo Cero de Valencia, que estuvo muy activo en los
anos 90 y que gener6 una gran e interesante cantidad de materiales. Somos muy malas citando bibliografia; eso
no significa que no tengamos referencias. Al contrario. Pero esta claro que los libros del Grupo Cero son el ntcleo
fundamental de las mismas.

Suponemos que leer «los afios 90» ha podido producir cierta perplejidad. ;Demasiado viejo? Puede, pero no
se nota. Algunas cosas las hemos maquillado y hemos tenido que recortar, adaptar y modernizar, en cierta medida.

Ya estaba todo dicho, pero como no habia nadie escuchando hay que repetirlo (no, no estamos hablando de una
clase de la ESO).

¢Nuestro sistema de trabajo funciona?

Es evidente que sin un estudio serio que se alargue en el tiempo no se puede contestar en absoluto a esta pregunta.
Solo podemos transmitir nuestras sensaciones. Desde luego seria muy sencillo presentar alguna produccion de los
alumnos mas brillantes (sea lo que signifique eso), y con una buena dosis de autocomplacencia asegurar que fun-
ciona a las mil maravillas. Pero la vida no es asi de facil.
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¢Pero cudl es el sistema de trabajo? Vamos con una cita:

Este material ha sido construido siguiendo el modelo de ensefianza de las matematicas por resolucién de problemas. Se basa
en la presentacion de una situacion mas o menos desconocida para el resolutor que, muy probablemente, encontrara obstaculos
que tendra que superar utilizando técnicas, conceptos y estrategias ya conocidas, o elaborara otras nuevas. (Grupo Cero, 1988)

No es que en 2020 cuando empezamos tuviéramos dudas, pero la verdad es que la aparicion del nuevo curriculo
en 2022 nos ech6 una mano:

Resolver problemas no es solo un objetivo del aprendizaje de las matematicas, sino que también es una de las principales

formas de aprender matematicas y debe ser el medio a través del cual se construyen los saberes de cada uno de los sentidos. Por

tanto, se trata de un enfoque de enseflanza que afecta a la naturaleza de las matematicas. (Departamento de Educacion, Cultura
y Deporte del Gobierno de Aragén, 2022).

Asi que cuando entramos en el aula no nos dirigimos directamente a la pizarra y nos ponemos a explicar. Les pro-
porcionamos un enunciado mas o menos retador y a partir de ahi empieza la clase. Como dice la primera de las citas
anteriores el resolutor posiblemente «encontrara obstaculos», incluso en la interpretacion de los enunciados. A veces
son confusos, pero esto es voluntario: se busca forzar al alumnado a que verbalice sus dudas y eso sirva para lanzar
el debate, punto central del desarrollo de la sesién. Para nosotras es esencial que entre todos saquemos la actividad
hacia adelante; por supuesto, las docentes tenemos claro hacia donde debemos caminar, por lo que de algiin modo
lanzamos preguntas buscando encaminar la resoluciéon. Aunque también es cierto que en ocasiones una intervencion
sorprendente nos hace contemplar un camino diferente que, obviamente, no dudamos en afrontar. Eso es fantastico.

Ya hemos dicho que no somos una sociedad limitada, ni tampoco somos un bloque compacto. Somos tres personas
de caracteres diferentes y distintos estilos de docencia (por poner dos sencillos ejemplos, ni el trabajo cooperativo ni
GeoGebra los usamos las tres con el mismo grado de intensidad ni sistematizacion). Tanto el material como el enfoque
metodologico da cabida a nuestras diferentes idiosincrasias, lo que no quiere decir que cada una vayamos a la nuestra,
ya que mantenemos una coordinacion constante en base a mantener unos objetivos comunes.

En su argumentacion para defender el uso de la metodologia que propugnaban el Grupo Cero (1987), decia:

Esto conduce a un tipo de ensefanza que, en lugar de favorecer el entendimiento, se reduce a la practica mondtona y poco es-

timulante destinados a responder a las preguntas de los exdmenes. De este modo, en las circunstancias actuales, la ensefanza

de las matematicas en la etapa de secundaria esta dirigida a los alumnos de ‘dorada mediocridad; dejando no sélo al 40 6 50 por

100 de alumnos de mas bajo rendimiento, sino también al 5 6 10 por 100 de alumnos que pueden tener un rendimiento muy
alto en matematicas y no reciben el impulso necesario, lo que es sin duda un auténtico despilfarro social.

Era el afio 87... El mito del nivel ya estaba ahi y ellos se quejaban de los libros de texto que seguian el método
«tradicional». Se puede pensar que han pasado demasiados afios como para agarrarse a esa cita. No hace falta
irse tan lejos. Jo Boaler (2020a) asegura:

La manera tradicional de impartir las asignaturas de matematicas y la cultura del rendimiento que ha penetrado en la trama de

la ensefianza y el aprendizaje de esta disciplina perjudican a los estudiantes que obtienen buenas calificaciones en la misma
medida que a los que tienen dificultades.

También hemos tenido que escuchar que este sistema no sirve para los alumnos con dificultades. Siguiendo

con Boaler (2020b):

Los alumnos que evidencian un bajo rendimiento en los primeros afios escolares —sobre todo con problemas numéricos—
suelen ser segregados e instruidos mediante un enfoque de “repetir y practicar’, que muchos alumnos renombran de manera
acertada como “practicar hasta morir”. Pero esto es, probablemente, lo que menos necesitan. No rinden lo suficiente porque
tienen un enfoque equivocado de las matematicas pensando que necesitan utilizar métodos de memorizacion. Por eso,
memorizan estrategias de conteo que siguen utilizando, aun cuando el sentido numérico les seria mucho mas util. Lo que nece-
sitan, en lugar de la repeticion, es relacionarse con los nimeros de manera flexible y creativa; tienen que abordarlos de manera
diferente.

Resumiendo, de acuerdo con la filosofia de Jo Boaler, tenemos el convencimiento de que trabajando con este
planteamiento se estimula la capacidad de resolucion de cada persona. Su perseverancia en el esfuerzo hace que
su capacidad para afrontar la materia se multiplique, haciendo que de esta forma no tenga limites.

Fasy
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Como ya hemos dicho no podemos dar resultados objetivos, por lo que tenemos que hablar de nuestras sensa-
ciones. Dentro del aula hemos vivido momentos muy buenos y de aprendizaje con el alumnado. Establecemos va-
liosos debates con el alumno, en los que surgen anécdotas con los conceptos, mientras van haciendo suyos los
procedimientos matematicos que esperemos que los aplicaran cuando haga falta. Realmente hemos escuchado
interesantes aportaciones por parte de los alumnos; y no estamos hablando de la tipica persona brillante con la
que todo funciona y tiene valiosas respuestas. Nos referimos a comentarios del alumno medio (con perdon de la
expresion), que no hemos obtenido cuando hemos trabajado con el libro de texto.

Pero todo no es de color de rosa, evidentemente. Para pensar hace falta querer. Algunos alumnos estan acos-
tumbrados a aprender de memoria con una sola respuesta para llegar a la solucion. Te dan la solucion vy ya, la
manera de llegar a la solucién no tiene importancia. Hacerles ver que la forma de resolver un problema, la estra-
tegia para encontrar la solucion es mas importante que el resultado, es complicado y conflictivo. Algunos alumnos
reforzados por sus familias en algtin caso, tienen la sensacion de que el esfuerzo no merece la pena, su participacion
en la clase se va diluyendo, pero son los menos. Cuando hay un suspenso, indefectiblemente se achaca a la falta
de libro de texto.

Somos conscientes de que algunos alumnos siempre se van a quejar y que pasa en otros centros con otras ex-
periencias. Tenemos que convivir con ello, porque es con el material humano con el que trabajamos. Quizas un
apoyo mas explicito, por decirlo de alguna manera, del equipo directivo nos vendria bien. En alguna otra asignatura
hay mas suspensos que en la nuestra y llevan libro de texto. ;Cual sera la queja en estos casos?

Tenemos que anadir, que también hemos tenido mensajes positivos de parte de las familias, como «gracias por
ensefar a nuestra hija a pensar». Otros mas neutros: «Cuando yo estudiaba nos daban la teoria y luego haciamos
ejercicios, pero vosotras lo hacéis al revés». Y en el lado més negativo, esta aquella familia que tuvo varias tutorias;
la primera cuando el alumno habia sacado un 10 en un examen, para decir «nuestro hijo va mal» y en la tltima
nos soltd «vuestro método no funciona y lo tenéis que cambiar».

Tuvimos durante un par de cursos una compaiiera de plastica, que ademas era tutora (y a quien volveremos a
mencionar al final). Después de algunas reuniones y correos con algunos padres nos dedico el dibujo que se puede
ver en la figura 1.

Figura 1
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Materiales, caracteristicas y estructura

La fuente fundamental de lo que ponemos en practica en clase es De 12 a 16. Un proyecto de curriculum de Ma-
tematicas, del citado Grupo Cero. Pero también hemos usado de ellos, Matemdtica para la Secundaria Obligatoria, en
la parte de funciones. No hace falta una mirada profunda para encontrar en esta parte la huella evidente del clasico
El lenguaje de funciones y grdficas, del Shell Centre for Mathematical Education. Por supuesto, el Grupo Cero tenia
muchos otros referentes, pero empezar a citar los referentes de los referentes nos puede llevar a un peligroso especie
de juego de mufiecas rusas. De manera mas puntual hemos incluido actividades de los libros de Proyecto Sur de
Ediciones, que coordiné Rafael Pérez, e incluso del MMACA.

El material de De 12 a 16, fue testeado en su momento en un buen nimero de centros y con muchos profesores
distintos, por lo que no se trata de una serie de actividades encadenadas sino de un proyecto reflexionado y refinado.
Cuenta con muchas bondades, entre las que podemos destacar:

— La ya citada capacidad de ser adaptado a diferentes sensibilidades docentes.

— Muchas actividades sirven para conectar diferentes areas de las matematicas (diferentes areas).

— Propugna la mezcla de diferentes materiales: manipulativos, informaticos, calculadoras...

— A'lo largo de un curso se pueden encontrar actividades que forman parte de un hilo conductor.

— No siempre la soluciéon es tnica, incluso puede no haber solucién. En cualquier caso, siempre existen dife-
rentes formas de afrontar y resolver los problemas.

Por otra parte, nos hemos encontrado con algunas dificultades que podemos denominar inconvenientes con-
venientes.

De entrada, cuando se puso en practica este proyecto se dedicaba mas tiempo a las matematicas en el sistema
educativo, lo cual implica que tenemos que hacer una adaptacion. Esto nos obliga a una reflexion profunda sobre
lo que vamos a impartir, lo que nos parece positivo y que no ocurre cuando sigues un libro de texto. Eso mismo
ocurre con las propias actividades: que admitan diferentes enfoques nos hace estar siempre alerta y, por qué no
admitirlo, disfrutando con las diferentes alternativas que nos plantean.

A veces es complicado conseguir el material necesario para realizar una actividad concreta, por lo que tenemos
que reinventarla. Como ejemplo, vamos a ver la actividad de 2.” de ESO de la figura 2.

4.4 Maxima area

¢Cual es el drea maxima que se puede rodear con un perimetro de 24 cm? A

Utiliza el siguiente applet de GeoGebra para resolverlo f ‘}
]

https://www.geogebra.org/m/bk56pzrg ]

Figura 2

Para hacerla bien se necesitan cuerdas de la medida adecuada (no es problema) y tableros de madera con clavos
(ya es mas problematico). Después de algunos tanteos intuitivos con GeoGebra, nos ponemos un poco mas con-
ductistas y sugerimos hacerlo con poligonos regulares. No hay problema para calcular a mano el area del triangulo
equilatero, la del cuadrado, la del hexagono regular... Hacerlo con poligonos de otros lados se complica y sobre
todo se alarga el proceso. Sin embargo, se les puede ensenar muy rapidamente a que los construyan con GeoGebra
y que usen la herramienta de calculo de areas. En poco rato calculan el area de los poligonos regulares de 3, 7, 9,
10, 11, 12, 15, 20, 40, 60... lados. Y tenemos un monton de datos, pero seguimos sin saber qué figura plana tiene
la maxima area.

La unidad anterior es la de tablas y graficas (recuérdese, filosofia Shell). Asi que aprovechamos y hacemos una
tabla con variable independiente niimero de lados y dependiente area. El alumnado observa facilmente que las
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areas se hacen cada vez mayores pero no se disparan. También son capaces de verbalizar qué ocurre con la pen-
diente a medida que se incrementa el nimero de lados. Vamos a GeoGebra y representamos los puntos de la
tabla. Aunque no hay una grafica como tal, ellos si la «visualizan» y ven que no pasa de cierto nimero («menos
de 50»). Pero la pregunta sigue en el aire ;cudl es la figura de perimetro 24 de mayor area? Siempre hay alguien
que sugiere la circunferencia «porque tiene infinitos lados» (alguien dice que no, que no tiene ningtn lado).

Volvemos al cuaderno porque necesitamos calcular el radio. Y, claro, hay que despejar la r en la férmula del
perimetro: jalgebra! Ahora un poco de intervencion del profesorado para indicarles que dibujen en GeoGebra la
recta y =45,84. Y ven por primera vez una asintota. Hay que hacer zoom para observar que el punto que representa
el poligono de 60 lados y su drea no toca a la recta. Ya tenemos la respuesta.

Creemos que es evidente que este inconveniente ha resultado conveniente.

Otra dificultad la adelanta el propio Grupo Cero cuando en su material para el profesorado dice que lo impor-
tante es lo que omiten. Y es asi. De entrada su guia no es un solucionario y muchas veces no explicitan lo que se
espera de una actividad concreta, lo que fuerza al profesor a reflexionar sobre ello. Una vez mas, esta actividad
nos resulta satisfactoria como profesores de matematicas e incluso como matematicos.

Hay otras dificultades en el material, pero que son de baja intensidad. Los problemas de dinero estan redactados
en pesetas, en probabilidad hablan de apuestas, se les pide construir un cuboide en el que quepa el contenido de
una botella de cognac... En estas ocasiones con algunas modificaciones en el redactado solventamos el problema.

La estructura de las evaluaciones de los tres cursos que tenemos preparados es la siguiente:

1.0de ESO

1.2 Evaluacién
Unidad 1. Para empezar (aproximadamente 12 sesiones)
Unidad 2. Numeros (aproximadamente 28 sesiones)
Unidad 3. Probabilidad y Estadistica (aproximadamente 12 sesiones)

2.2 Evaluacion
Unidad 4. Geometria (aproximadamente 32 sesiones)
Unidad 5. Funciones (aproximadamente 8 sesiones)

3.2 Evaluacion
Unidad 6. Algebra (aproximadamente 24 sesiones)
Unidad 7. Algoritmos (aproximadamente 12 sesiones)

2.0de ESO
1.2 Evaluacién
Unidad 1. Para empezar (aproximadamente 12 sesiones)
Unidad 2. Fracciones, decimales y porcentajes (aproximadamente 32 sesiones)
2.2 Evaluacion
Unidad 3. Tablas y gréficas (aproximadamente 12 sesiones)
Unidad 4. Geometria (aproximadamente 30 sesiones)
3.2 Evaluacion
Unidad 5. Algebra (aproximadamente 40 sesiones)

3.2deESO

1.2 Evaluacion
Unidad 1. Para empezar (aproximadamente 10 sesiones)
Unidad 2. Numeros (aproximadamente 20 sesiones)

2.2 Evaluacion
Unidad 3. Geometria (aproximadamente 25 sesiones)
Unidad 4. Algebra (aproximadamente 12 sesiones)

3.2 Evaluacion
Unidad 4. Algebra [cont.] (aproximadamente 18 sesiones)
Unidad 5. Algoritmos (aproximadamente 15 sesiones)

Se observa que en todos los cursos se empieza con la unidad Para empezar. Esa es nuestra evaluacion inicial. De
entrada ya se llevan la primera sorpresa porque no les hacemos un «examen» los primeros dias de curso, para
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comprobar que aquellos conocimientos que adquirieron durante el curso pasado la magia del verano los ha borrado
de su tierno cerebro. Y puede sorprender alguna cosa mas de ese listado de unidades. ;No se trabajan las fracciones
en 1.°? Por supuesto que si. ;No aparece la proporcionalidad en 2.°? Todo el tiempo. Y quizas alguien piense que
son pocas unidades (i Todavia se obliga en la oposicién a programar 15 unidades?).

Por aportar un ejemplo, compartimos en este /74, la secuencia del curso entero de 1.” de ESO. Por supuesto,
no tenemos problema en compartir el resto de los cursos con aquellas personas interesadas en ello. De hecho, es-
tariamos encantados en que se unieran y nos ayudaran a crecer.

Vista la secuencia compartida a alguien le puede surgir la duda de si «esto» es curricular. Invitamos a visitar
nuestro blog en el que ponemos a disposicion de las familias la parte mas «oficial». Alli se puede encontrar infor-
macion de como relacionamos las actividades programadas con los elementos preceptivos del curriculo oficial
(tanto cursos pares como impares).

Ademas, al alumnado se le entrega al inicio de cada tema un plan de trabajo en el que se reflejan en un lenguaje que
puedan comprender los objetivos que nos planteamos en esa unidad. Ademas, cada una de nosotras, segtn su estilo, les
proporcionamos diarios de clases, pizarras mejoradas, resimenes teoricos... Y seguimos intentando mejorar.

Suma 100

La revista Suma alcanzé el ano pasado su numero 100. Es la revista de
la FESPM y un referente en castellano de la ensenanza y el aprendizaje
de las matematicas. (Y qué pinta en esta comunicacion? Las portadas
de Suma las hace habitualmente una disenadora catalana. Pero el nu-
mero 100 fue diferente, un extra, y por cuestiones de trabajo no podia
asumir ese disefio. Asi que se le encargé a nuestra anteriormente citada
comparnera de plastica, Alicia Pascual. Al presentar la portada (figura
3) contd que se habia inspirado en lo que nosotras haciamos. Nos dimos
cuenta de que lo que estdbamos haciendo no pasaba desapercibido v,
por otro lado, nos sorprendi6é que la profesora de plastica fuera capaz
de describirlo de esa manera. Nos hizo mucha ilusion, asi que nos hici-
mos una camiseta con el dibujo.

Figura 3
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Estrategias ante problemas
que movilizan ideas sobre
la probabilidad condicional
en Olimpiadas

JOose M. RuBlo-CHUECA, JOSE M. MuNOz-ESCOLANO Y PABLO BELTRAN-PELLICER
(Universidad de Zaragoza)

Hoy en dia, cualquier persona debe tener unos conocimientos minimos de probabilidad que le permitan tomar
conciencia de sus decisiones, emitir juicios en los que intervengan sucesos o efectuar inferencias y predicciones.
En este aspecto, debido a la importancia que tiene para cualquier ciudadano la estocastica, autores como Jones
(2005) o Batanero (2006, 2014), senalan la necesidad de que toda la ciudadania alcance un alto grado de alfabe-
tizacion probabilistica. En este sentido, el nuevo curriculo estatal y el autonémico aragonés, se hacen eco introdu-
ciendo la probabilidad en el conjunto de saberes: sentido estocastico desde 1.° de ESO.

La probabilidad condicional, junto con la independencia de sucesos y probabilidad conjunta suponen una
fuente importante de errores en los razonamientos y dificultades en su aprendizaje (Diaz y Batanero, 2009). Si
bien es cierto que la probabilidad condicional aparece de forma explicita en 4.” de ESO, varios elementos sobre
los que se construye dicha idea estan recogidos en el curriculo y deben ser ensefiados desde el comienzo de la se-
cundaria (tablas de doble entrada, diagramas de arbol).

Por otro lado, Toh (2013) senala que las olimpiadas matematicas, mas alla de ser concursos matematicos pun-
tuales, pueden servir como banco de recursos utiles para que los profesores elaboren tareas «ricas» con finalidades
instruccionales. Al mismo tiempo, al ser actividades en las que participa alumnado con alta capacidad matematica
es previsible que aparezca gran variedad de procedimientos y razonamientos intuitivos en las resoluciones de las
tareas (Leikin, 2009). Tanto en Aragén como en Espafia, no es habitual que en este tipo de concursos estén pre-
sentes tareas que movilicen conocimientos de probabilidad (Rubio-Chueca y otros, 2021).

Teniendo en cuenta lo anterior nace este estudio. En ¢l nos hemos planteado si los participantes en la Olimpiada
Matematica de Aragén de 2.° de ESO son capaces de desarrollar estrategias intuitivas en situaciones donde inter-
vengan sucesos condicionados pudiendo ayudarnos al disefio de secuencias didacticas que favorezcan el proceso
de ensenanza-aprendizaje de nuestro alumnado (Martinez-Juste y otros, 2015). Para llevarlo a cabo se van a analizar
los procedimientos y estrategias en las resoluciones correctas de las tareas propuestas.

Metodologia

El objetivo principal de esta investigacion es analizar las resoluciones dadas por estudiantes que no han recibido
ninguna instruccion previa ante diferentes problemas donde intervengan conceptos, procedimientos o argumentos
relacionados con la probabilidad condicional.

En el estudio para el analisis de los objetos matematicos ligados a la probabilidad se utiliza como método el
analisis de contenido (Krippendorff, 2013) realizando un estudio de tipo exploratorio-descriptivo. Para llevarlo a
cabo, identificamos y seleccionamos las practicas matematicas presentes en las resoluciones correctas escritas a los
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problemas que se plantean sobre probabilidad condicionada; codificamos ejemplos especificos segun las categorias
que nos permiten realizar un estudio de los datos de caracter cualitativo, y para que haya una mayor coherencia
en el proceso, se revisa lo anterior mediante un analisis por triangulacion por parte de los investigadores.

Muestra, unidades y categorias de analisis

La muestra corresponde a los estudiantes de secundaria con edades comprendidas entre 13 y 14 afios que parti-
ciparon en la fase final (47 participantes) de la XXIX Olimpiada Matematica en Aragon del afio 2021 y la semifinal
(606 participantes) y final (108 participantes) de la XXX Olimpiada Matematica en Aragon del ano 2022.

Las unidades de analisis son las resoluciones a un problema sobre probabilidad condicionada llevadas a cabo
por los participantes en las diferentes fases de las olimpiadas anteriormente mencionadas.

En cuanto a las categorias, se analizan los objetos matematicos intervinientes en los procedimientos llevados a
cabo por los resolutores, cuando la solucién dada a la pregunta planteada ha sido la correcta.

Enunciados de los problemas

P1. Problema propuesto en la final de la XXIX Olimpiada Matematica de 2.° de ESO en Aragén

Pilar quiere ver una pelicula en una plataforma de streaming con sus dos amigos, pero no saben cual elegir. A Pilar se le ocurre
lo siguiente:

— Vamos a utilizar el azar para la eleccion de la pelicula. Para ello introduciremos unas bolas en dos bolsas de la siguiente
manera. En la bolsa A introduciremos 3 bolas blancas y 4 negras, mientras que en la bolsa B introduciremos 3 bolas blancas y
2 bolas negras. Una vez introducidas las bolas, Jorge cogera una bola de la bolsa A y la introducird en la bolsa B. Finalmente,
Julia extraerd una bola de la bolsa B y si la bola es blanca veremos la pelicula «Hero-n» y si es negra veremos la pelicula
«Escuela de Rubik».

Sin embargo, Pilar tiene una duda: con esta forma de elegir la pelicula que van a ver, jlas dos peliculas tienen la misma
probabilidad de ser elegidas o hay alguna de ellas que tiene mayor probabilidad?

P2. Problema propuesto en la semifinal de la XXX Olimpiada Matematica de 2.° de ESO en Aragén

Yendo toda la familia en el coche a mi pueblo, Trasobares, decidimos tener una pequefa aventura. Para ello, elegimos de forma
aleatoria cada una de las intersecciones que nos vamos encontrando en la carretera. Nos ponemos en camino y cuando llevamos
60 km tenemos que dejar la autovia pudiendo elegir entre dos carreteras: la A o la B. Si vamos por la carretera A llegamos a un
punto donde podemos optar entre dos comarcales: la AT o la A2. La A1 nos lleva a una aldea que no conocemos, mientras que
la A2 nos lleva directamente a mi pueblo. Sin embargo, si vamos por la carretera B, llegamos a un punto en el que tenemos que
elegir entre tres comarcales: la B1, la B2 o la B3. Si elegimos la B3 nos lleva directamente a mi pueblo, mientras que el resto, nos
lleva a otras dos localidades que no conocemos.

a) ;Qué tiene mas probabilidad: visitar otros lugares o Trasobares?;Por qué?

b) Finalmente llegamos a Trasobares. Una vez alli, nos encontramos a mis primos y les explicamos lo sucedido. Entonces, mi
padre riendo les dijo: «si acertais por qué carretera nacional hemos venido os invitamos a comer», jqué carretera nacional
tuvo mas probabilidad de haber sido elegida, la A o la B? ;Por qué?

P3. Problema propuesto en la final de la XXX Olimpiada Matematica de 2.° de ESO en Aragén:

Las gemelas Alba Pasol y Carmen Pasol son jugadoras de baloncesto indistinguibles a simple vista para su entrenadora. El por-
centaje de acierto en tiros de campo de Alba es de un 40%, mientras que el de Carmen es de un 10%. El nimero de camiseta de
Alba es el 9y el de Carmen es el 2. Durante el descanso se cambiaron de camiseta, poniéndose la limpia completamente al azar.
Cuando quedan escasos segundos para terminar el partido, su equipo va perdiendo de un punto y solo hay opcién de lanzar una
vez a canasta. La entrenadora elige sacar a la que lleva el 9 en la camiseta para lanzar ese tiro, dejando a la otra en el banquillo.

a) ¢Cudl es la probabilidad de ganar el partido? ;Por qué?

b) Lajugadora encestay ganan el partido. ;Cual es la probabilidad de que haya sido Alba la que haya encestado? ;Por qué?

Eayy
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Resultados

Estrategias en el problema P1

En el analisis de las respuestas correctas (tabla 1) de los estudiantes se ha observado que 10 de ellos utilizaron un
razonamiento de tipo verbal. De ellos, 4 no calcularon ninguna probabilidad y 6 las calcularon aunque no las
pedia el enunciado. Otra forma correcta de resolver el problema es desde el significado clasico utilizando la pro-
babilidad condicional. Desde esta perspectiva, 8 participantes usaron dicha estrategia, utilizando en algunos casos
un diagrama de arbol. También se han observado técnicas combinatorias para resolver el problema. En concreto,
2 alumnos determinaron el espacio muestral y contabilizaron el nimero de casos atendiendo a los dos posibles es-
cenarios. Ein este caso sus estrategias se vieron apoyadas por algun tipo de representacion (tabular o diagramatica).
Para concluir, 1 alumno resolvio el problema utilizando una estrategia muy interesante, que recuerda a un abaco
probabilistico, podemos imaginar este abaco en forma de arbol, solo que, en lugar de emplear sus ramas para re-
presentar probabilidades, lo que hace es introducir por su entrada un nimero de cuentas o fichas e irlas distribu-
yendo de forma equitativa. La eleccién del nimero inicial de fichas no es trivial, ya que debe permitir la distribucion
de cantidades enteras de fichas por todas las ramas del arbol (abaco).

Estrategia utilizada N.° de participantes

Razonamiento verbal cualitativo 4
Razonamiento verbal cuantitativo

Célculo de probabilidad total

Técnicas combinatorias

Enfoque frecuencial similar al 4baco probabilistico

- N 00 O

Tabla 1. N.° de participantes que emplearon
cada una de las estrategias correctas en P1

Estrategias en el problema P2

Analizando las respuestas correctas que llevaron a cabo los estudiantes (tablas 2 y 3) se observaron diferentes es-
trategias desde un significado clasico para dar solucién a las partes del problema.

En el apartado a) del problema, desde un significado clasico, 55 participantes dieron una respuesta correcta te-
niendo en cuenta la probabilidad total averiguando cual es la probabilidad de llegar a Trasobares como suma de
las conjuntas, mientras que 33 alumnos lo hicieron teniendo en cuenta las probabilidades condicionadas y la equi-
probabilidad de elegir una de las carreteras en la primera interseccion.

Estrategia utilizada N.°de participantes
Célculo de probabilidad total 55
Calculando las probabilidades condicionadas 33

Tabla 2. N.° de participantes que emplearon
cada una de las estrategias correctas en a) de P2

En el apartado b) aparecieron dos estrategias correctas que emplearon los estudiantes, ambas desde un signifi-
cado clasico. Por un lado, hubo 5 alumnos que determinaron y compararon las probabilidades condicionales y la
equiprobabilidad en los sucesos iniciales. Por otro lado, hubo 17 personas que calcularon y compararon las pro-
babilidades conjuntas. Ambos procedimientos son correctos, mediante un lenguaje mas formal usando el teorema
de Bayes la comparacion de las probabilidades condicionales o conjuntas determinan la solucion.

Estrategia utilizada N.°de participantes
Uso de probabilidades condicionadas y equiprobabilidad 5
Calculando las probabilidades conjuntas 17

Tabla 3. N.° de participantes que emplearon
cada una de las estrategias correctas en b) de P2
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Estrategias en el problema P3

Teniendo en cuenta las estrategias correctas de resolucion (tablas 4 y 5) de los dos apartados y desde un significado
clasico, 25 alumnos resolvieron la parte a) utilizando de manera mas formal la probabilidad total, 17 estudiantes
lo hicieron mediante la media aritmética de las probabilidades condicionadas y 3 estudiantes lo resolvieron me-
diante la regla de Laplace.

Estrategia utilizada N.° de participantes
Uso del concepto de probabilidad de Laplace 3
Uso de la regla de la suma de probabilidades 25
Uso de la media aritmética en las probabilidades condicionadas 17

Tabla 4. N.° de participantes que utilizaron
estrategias correctas en el apartado a) de P3

Para resolver la parte b) utilizando un significado clasico, 23 establecieron algin tipo de proporcion respecto a
las probabilidades condicionadas o conjuntas y 7 contabilizaron de algiin modo los casos favorables de todos los
posibles utilizando la regla de Laplace.

Estrategia utilizada N.°de participantes
Uso del concepto de probabilidad de Laplace 7
Uso de la proporcién en las probabilidades 23

Tabla 5. N.° de participantes que utilizaron
estrategias correctas en el apartado b) de P3

Conclusiones

Los estudiantes, a pesar de no tener los conocimientos previos sobre probabilidad condicional, han usado estrategias
que les han llevado a resolver los problemas de forma correcta. Esto es debido a que los enunciados de los proble-
mas planteados promueven la apariciéon de distintos razonamientos y modos de abordarlos de una manera sencilla,
movilizando procedimientos auxiliares que favorecen su resolucion.

La variedad y correcciéon de muchas estrategias presentadas por los resolutores en las respuestas analizadas en
los tres problemas es debida a algunas de las condiciones existentes en los mismos, como, por ejemplo, asumir la
equiprobabilidad en la eleccion de la carretera o de la camiseta de las jugadoras. Esto nos lleva a concluir que,
una vez afrontadas las tareas propuestas, seria 6ptimo plantear otro tipo de situaciones-problema similares en con-
texto parecidos, en las que se dé otro tipo de condiciones que potencien la experimentacion e indagacion por parte
del alumnado, por ejemplo, que no exista la equiprobabilidad en los sucesos.

Para finalizar, se ha observado que la muestra elegida para detectar procedimientos y argumentos intuitivos
formada por participantes de una olimpiada matematica, ya que en este tipo de pruebas participa un alto porcen-
taje de alumnos con alta capacidad matematica, nos ofrece un importante recurso para descubrir una variedad
de aproximaciones al concepto muy importante.
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