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Si en julio hablábamos de lo movido que había sido el final del curso, algo similar podemos decir del inicio. Con
lo que respecta a nuestra materia hemos podido leer con cierta perplejidad las orientaciones dadas en las instruccio-
nes de principio de curso para las matemáticas de tercero de ESO. La posterior aclaración no lo ha sido del todo,
como podemos comprobar leyendo con atención ambos documentos. En medio, unas no menos sorprendentes de-
claraciones de la consejera en un informativo de Aragón Televisón sobre la elaboración de programaciones, que po-
déis escuchar en nuestro blog [enlace].

Con lo que respecta a la SAPM, el curso que empieza no cuenta con un gran evento como en el anterior, pero se-
guiremos realizando las actividades históricas y las últimas que estamos consolidando.

Lo primero que ya está en marcha es Conexión Matemática, pues estamos en fechas de presentar proyectos para
entrar en el programa.

Ya en noviembre, del 20 al 22, se celebrará en Etopía (Zaragoza) el congreso Maths, Art and Technology, organizado por
el IUMA con nuestra colaboración. Incluido en este congreso está el II Día GeoGebra de Aragón. Esta actividad tendrá
lugar durante el día 21 y es una actividad de formación homologada por el Departamento de Educación del Gobierno
de Aragón. El plazo de inscripción y de presentación de ponencias ya está abierto. Toda la información que se vaya
generando irá apareciendo en <https://sites.google.com/site/diageogebraenaragon/ii-dia-geogebra>. Creemos que el
programa que se está preparando para todo el congreso va a ser muy interesante, como podéis comprobar en el pro-
grama provisional del día GeoGebra.

Además durante este curso organizaremos el III Concurso de Radionovelas Matemáticas y la XXV Olimpiada Ma-
temática Aragonesa de 2.º de ESO. Os animamos a presentar alumnos a ambas actividades y a que os apuntéis a co-
laborar con nosotros en la organización de la olimpiada.

Tenemos más frentes abiertos que nos llevarán a organizar alguna actividad más de la que os tendremos puntualmente
informados. Estamos abiertos a vuestras ideas, aportaciones y colaboraciones. Todo esto no sería posible sin las apor-
taciones de nuestros socios, así que, una vez más, os animamos a uniros a nuestra Sociedad. Con el apoyo de más
gente podremos llevar a cabo más acciones y llegar a más sitios. Desde esta misma página haciendo click en «únete
a la SAPM», podéis acceder al boletín de inscripción.

DANIEL SIERRA RUIZ

Presidente de la SAPM
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El 20 de diciembre de 2013, la Organización de las Naciones Unidas (ONU), en su 68.ª Asamblea Anual proclamó 2015 como el
Año Internacional de la Luz y las Tecnologías basadas en la Luz.

Las Naciones Unidas pretenden con la celebración resaltar la importancia de las tecnologías fotónicas en nuestra
vida cotidiana. Por otra parte se desea conmemorar el milenio del Libro de óptica de Alhacén, el sabio de Basora
que muestra como se puede hacer ciencia experimental y reflexión teórico-matemática en el siglo xi. 

El renacimiento medieval europeo del siglo xiii y la revalorización de la matemática deben mucho al redescu-
brimiento de la óptica matemática. El reconocimiento de la óptica de Euclides por Robert Grosseteste, y la de Al-
hacén por Roger Bacon, John Pecham y Witelo inicia el camino que nos condujo hasta Galileo, Kepler, Descartes
y Newton. 

El nivel matemático de la obra de Alhacén, en especial de su libro v, reflexión en espejos circulares, es de
tal calado que se pensaba que solo Christiaan Huygens en el siglo xvii se había atrevido a simplificar las pro-
puestas. Pero ya a finales del siglo xi hubo un matemático que no solo entendió la obra del de Basora sino que
la mejoró: ese sabio fue rey de la taifa de Zaragoza entre 1081 y 1085 y se llamaba Yusuf  Al-Mutaman ben
Hud.

Yusuf Al-Mutaman ben Hud
El acontecimiento más esperado del XIX Congreso Internacional de Historia de la Ciencia que se celebró en agosto de
1993 en Zaragoza, gracias al empeño y entusiasmo del profesor Mariano Hormigón, fue la conferencia en el Pa-
lacio de la Aljafería de Jan P. Hogenduk1 (Universidad de Utrech) sobre la obra de Al-Mutaman ben Hud, uno de
los reyes de Zaragoza que habitó el palacio. 

Quizá desde su biblioteca y palacio en la fortaleza de Rueda de Jalón, en la tranquilidad del alejamiento de la
corte, Al-Mutamán tuvo el sosiego de redactar su inmenso Istikmal, Libro de la perfección, una verdadera enciclopedia
matemática que hace superfluos los demás libros de Euclides, Arquímedes o Menelao, según decía ibn Aqnin en el siglo xii.

Del Istikmal no se conserva ningún manuscrito completo. Copenhague, Leiden, El Cairo y Damasco archivan
partes cuyo solapamiento permite reconstruir hasta el 75 % de la obra. 

La síntesis de Euclides, Arquímedes, Apolonio, ibn Qurra y Alhacén son más que mera recopilación y suma.
Al-Mutamán descubre teoremas originales como el atribuido a Ceva y su organización en géneros y especies
revelan su intento de replanteamiento de los libros de matemáticas. 

Será en la reformulación de los lemas de Alhacén para encontrar el punto de reflexión en un espejo circular,
convexo o cónico, donde tendremos una gran prueba de que al-Mutaman no era un diletante sino un brillante
matemático. 

La Óptica como parte de la Matemática
Aristóteles en su Física clasifica las matemáticas aplicadas en óptica, armonía y astronomía. De hecho la óptica de
rayos tiene a los matemáticos Euclides, Herón y Ptolomeo como sus principales teóricos de la antigüedad. 

La formulación de las leyes de la óptica por los sabios griegos es totalmente axiomática: 

La luz y Al-Mutamán,
el brillante rey matemático

de Zaragoza
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Óptica2 de Euclides: 7 postulados y 58 proposiciones.
Catóptrica3 de Euclides: 6 postulados y 30 proposiciones.
Catóptrica de Herón: 18 proposiciones. 
Catóptrica de Arquímedes: perdida
Óptica, Catóptrica y Dióptrica4 de Ptolomeo: cinco libros. 

Curiosamente la óptica griega fue mayoritariamente partidaria de la extromisión: la visión se produce por los
rayos que salían del ojo y llegaba al objeto visualizado. Alhacén dará el salto a la intromisión: la pirámide visual
llega al ojo, no parte de él. 

La reflexión de la luz
La ley de la reflexión, ángulo de incidencia igual a ángulo de reflexión, ya fue formulada por Euclides. A Herón debemos
la brillante idea de que se trata del camino mínimo5. El planteamiento de la reflexión en espejos curvos fue tratado
sistemáticamente por Ptolomeo y vamos a detenernos un poco en su
planteamiento. 

La reflexión de la luz en una superficie plana es un problema
muy elemental y de fácil resolución geométrica: basta unir el simé-
trico del objeto con el observador mediante una línea recta. La re-
flexión múltiple en un billar es igual de sencilla y suele ser un
ejercicio divertido que solemos usar en los talleres de matemáticas
(figura 1). 

También es fácil calcular la reflexión en un espejo circular cuando
la distancia al centro de la circunferencia del observador y el objeto es
la misma: la bisectriz del ángulo central nos da el punto de reflexión (fi-
gura 2). 

La reflexión en un espejo convexo es única o no hay visión porque el espejo oculta el objeto. Caso más intere-
sante es el de un espejo cóncavo donde puede haber hasta cuatro reflexiones. Hoy sabemos que el problema se
puede resolver de forma algebraica con una ecuación polinómica de cuarto grado (que puede tener dos o cuatro
soluciones reales). Ptolomeo no supo resolver geométricamente los casos generales pero sí teorizó las distintas si-
tuaciones con el caso particular de la imagen y el objeto simétricos respecto al radio (figura 3). 
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Boletín de la SAPM   septiembre 2015Entorno Abierto #6

A
E3

Figura 1

Figura 2 Figura 3



La circunferencia punteada se construye con los puntos A (observador), B (objeto) y O (centro del espejo). A y
B son simétricos respecto al radio. Los puntos P3 y P4 siempre son soluciones mientras que P1 y P2 solo lo serán
si la circunferencia auxiliar corta al espejo. Por tanto hay cuatro o dos soluciones. 

Ptolomeo plantea el problema general de la reflexión en espejo circular pero no lo resuelve. Realmente el lla-
mado Problema de Alhacén debería ser Problema de Ptolomeo con Solución de Alhacén.

El Problema de Alhacén
La solución de la reflexión en un espejo circular cóncavo o convexo por procedimientos puramente geométricos
nos asombra por su virtuosismo. ¿Cómo llego Alhacén a resolverlo? Creemos que con mucho insomnio.

Un bonito artículo en castellano del colombiano Carlos Alberto Cardona6 especula sobre las posibles vías de la
solución y nos expone la compleja resolución del problema para el caso convexo.

La solución de Alhacén (Libro v de la Óptica, proposición 18 y siguientes) se logra mediante la intersección de
una circunferencia y una hipérbola. Pero antes ha habido que reducir el problema a la ingeniosa inserción de una
recta en un triangulo rectángulo que cumpla unas condiciones de proporcionalidad. Como trabajo previo, Alhacén
necesitó seis lemas que van acotando la solución. 

Consideramos el Problema de Alhacén más difícil que el otro prodigio del álgebra geométrica árabe: la sistemati-
zación y resolución de las ecuaciones de tercer grado hecha por Omar Jayyam un siglo después. 

Al-Mutamán, el Problema de Alhacén y su posible importancia histórica
El rey de Zaragoza no se limitó a entender el tan difícil problema de la reflexión en espejo curvo, y acometió la
siempre tan matemática tarea de hacerlo más comprensible y sencillo. Al-Mutaman modifica los lemas y logra
una simplificación de algo que sigue muy lejos del nivel de la enseñanza secundaria. 

El primer género del Libro de la perfección (circa 1081) de Al-Mutamán fue muy leído en árabe entre los siglos xii
y xiv. Probablemente el segundo género no se llegarán a terminar. La decadencia cultural del mundo árabe casi
ha hecho desaparecer la obra del sabio rey. Algo parecido le ocurre al Libro de Óptica de Alhacén. Sólo se ha con-
servado en árabe un ejemplar.

En contraste con la carencia de copias árabes, el Libro de Óptica traducido al latín en el siglo xii como De aspectibus
se encuentra en múltiples manuscritos conventuales del xii al xv. Muchos más si contamos a sus comentaristas, la
versión fácil de Pecham y la más respetuosa de Witelo. La edición crítica moderna se realiza en Basilea por Risner
en 1572 con el nombre Opticae Thesaurus Alhazenis arabis. 

El Tesoro de óptica es el seguro punto de partida de los trabajos decisivos de Kepler, Galileo, Descartes, Huygens
y Newton: todos investigadores de la óptica matemática y del nuevo y potente instrumento astronómico, el teles-
copio.

El grado de conocimiento de Al-Mutamán de la obra de Alhacén, la segura posesión de su libro de Óptica, el
hecho de que se divulgara tan poco en árabe (sólo se ha conservado un ejemplar) han llevado a Hogenduk a una
especulación fundamentada: el libro que se tradujo en el siglo xii en la península ibérica, y que disparó su estudio
en Occidente, pudo ser el manuscrito que manejaba Al-Mutamán. 

¡Paradojas de la historia! La gran contribución a la historia de la ciencia por parte de un matemático tan brillante
como el rey zaragozano puede haber sido traer a Occidente la obra de Alhacén. Los profundos estudios y mejoras
de Al-Mutamán sobre Alhacén entraron en vía muerta y se apartaron de la corriente principal. Quizá hasta el
siglo xvi nadie entendió al de Basora como el de Zaragoza, pero el manuscrito de Zaragoza fue protagonista. Este
es el verdadero manuscrito y no la novela gótica de Jan Potocki. 

Aplicaciones didácticas con GeoGebra
Los escolares de hoy pueden resolver, jugando, el dificilísimo Problema de Alhacén y verificar cuántas soluciones tiene
con la ayuda de la geometría dinámica de GeoGebra. Me limito a hacer algunas sugerencias. 

Boletín de la SAPM   septiembre 2015Entorno Abierto #6

A
E4

ÁNGEL REQUENA FRAILELa luz y Al-Mutamán, el brillante rey matemático de Zaragoza



Lo primero tras plantear el interés e importancia del Problema es cambiar el enunciado: trabajamos sin luz y
rayos sino con dos bolas de un billar circular: caso cóncavo de Alhacén.

Según el tiempo que queramos dedicar, podremos probar o limitarnos a enunciar que si unimos cualquier
punto de una elipse con sus focos, la normal en ese punto forma el mismo ángulo con los dos radiovectores a los
focos. O lo que es lo mismo: toda bola que salga del foco de un espejo elíptico pasa por el otro foco. 

El Problema de Alhacén se reduce con Geogebra a encontrar los casos posibles de tangencia entre la circunferencia
espejo y la elipse que tiene por focos las dos bolas (figura 4). Según la disposición de las bolas se encontrarán cuatro
o dos soluciones. 

El espejo convexo es, además, una forma bonita de buscar los distintos puntos de reflexión y verificar con hoja
de cálculo que el camino mínimo es el que cumple la ley de los ángulos. Algo parecido se puede hacer para deducir
la ley de Snell (ibn Sahl) de la refracción en el caso de superficie plana y haciendo mínimo el tiempo. 
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1 «Al-Mu´taman ibn Hüd, 11th Century King of Zaragoza and Brilliant Mathematician», Historia Mathematica, 22 (1995), 1-18

2 Hay edición española del siglo XVI.

3 Catóptrica: reflexión de la luz en espejos.

4 Dióptrica: refracción de la luz al cambiar de medio.

5 Realmente es tiempo mínimo pero en espejo plano es lo mismo que tiempo por no producirse cambio de velocidad, mismo medio. 

6 Carlos Alberto Cardona Suárez, «El problema de Alhacén», Revista Asclepio, vol LXIV, 1 (2012), 251-276.

Figura 4
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En numerosas ocasiones los alumnos no establecen la conexión existente entre las matemáticas y el entorno que
les rodea, ni son conscientes de la importancia que esta materia tiene en su día a día. Con la intención de cambiar
esta realidad, surgió el proyecto Proporcionalidad (2.º ESO). 

En este proyecto, dirigido a alumnos de 2.º de E.S.O. del instituto valdespartera, se cambia la metodología ha-
bitual del aula teniendo en cuenta dos aspectos. Uno de ellos es que el alumno aprenda a trabajar en equipo y ad-
quiera la responsabilidad de aprender en un contexto colaborativo, y otro aspecto es que los alumnos tomen un
papel activo en el aprendizaje de los contenidos matemáticos de la unidad de Proporcionalidad. Esta unidad fue
elegida porque es un tema que ya ha sido trabajado en el curso anterior y por su importancia en la sociedad que
nos rodea.

Metodología
La metodología se puede considerar una combinación del aprendizaje basado en problemas (ABP) [1] y el modelo de Van
Hiele [2]. Este último consiste en un modelo de estratificación del conocimiento por niveles propuesto por Dina
van Hiele-Geldof  y Pierre Marie van Hiele en el área de geometría. Según este modelo, nuestros alumnos de se-
gundo de E.S.O. están entre el Nivel ii (final de primaria) y el Nivel iii (secundaria). Además conviene mencionar,
que cada uno de estos niveles se estructura en cinco fases: Diagnóstico e información, Orientación dirigida, Ex-
plicitación o fase transversal, Orientación libre y finalmente integración. 

En el proyecto se usaron los modelos de van Hiele y el ABP porque en ambos el alumno es el protagonista.
Además, por la forma en la que se planteó el proyecto, se consideró oportuno cambiar el orden de dos fases del
modelo de van Hiele. En concreto, la fase de orientación libre o investigación se realizó antes que la fase de ex-
plicitación o fase transversal.

Teniendo en cuenta lo anterior, a lo largo del desarrollo del proyecto los estudiantes debían ser conscientes de
diversos aspectos: 1) qué conceptos conocen del tema de proporcionalidad, 2) qué van a necesitar para resolver
los problemas dirigidos propuestos, 3) cómo van a obtener la información, 4) cómo van a organizar el trabajo y
qué roles van a desempeñar cada uno de los miembros del grupo y 5) cómo van a presentar las soluciones.

Fases del proyecto
Primera fase: Diagnóstico e Información

Los alumnos investigaron en qué contextos de la vida real se usaban los conceptos de proporcionalidad y porcen-
tajes. Posteriormente, se realizó una puesta en común y se clasificaron los contextos obtenidos en las siguientes ca-
tegorías:

1) Lista de la compra
2) ¡Nos vamos de rebajas!
3) Repartos y mezclas
4) Recetas de cocina
5) Escalas y planos
6) Elecciones: Métodos de reparto de escaños
7) interés bancario
8) El hombre de vitruvio 
9) Dosis de medicamentos 
10) Aplicaciones a otras áreas

Proporcionalidad (2.º ESO)
por

OSCAR CARRIÓN LOSTAL Y ÁUREA RODRÍGUEZ VILLANUEVA
(IES Valdespartera, Zaragoza)
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Segunda fase. Elección de grupos de trabajo
Las categorías anteriores se repartieron en dos clases, donde cada alumno seleccionó el tema o los temas en los
que les gustaría trabajar. Recogida esta información, se formaron los grupos en función de sus intereses y no por
«estar obligados por el profesor» o «ser amigos». Cada equipo formado constaba, en media, de tres alumnos.

Tercera fase. Orientación dirigida e investigación
Se entregó a los alumnos un dossier con indicaciones y tareas relacionadas con las categorías presentadas en la
primera fase. Una vez resueltas, los alumnos debían investigar, así como proponer y realizar otras actividades en
relación con el tema objeto de estudio. Por este motivo, algunas clases se realizaron en el aula de informática,
donde los alumnos podían hacer uso de distintos programas informáticos y acceder a internet.

Cuarta fase. Exposición e Integración de lo aprendido
En esta última fase los alumnos exponían su trabajo al resto de su clase. Para ello, podían utilizar los medios in-
formáticos que considerasen necesarios.

A continuación se expone una breve descripción de las actividades de cada una de las categorías citadas en la
primera fase, junto con imágenes que muestran una pequeña parte de los trabajos de los alumnos.

Lista de la compra. Se planteaba un producto y su precio en distintos establecimientos y situaciones (sin oferta,
3¥2, 2.ª unidad al 70 %, etc). El grupo elaboraba una tabla donde se calculaba el precio del producto en función
de las unidades que se compraban del mismo. Posteriormente debían investigar otros productos de su interés y
realizar tablas similares.

¡Nos vamos de rebajas!. Los alumnos tenían que comprar un móvil de última generación y se les exponían ofertas
y condiciones de varias compañías de teléfono. El objetivo era realizar un análisis de mercado y tomar una decisión
de compra en función de sus necesidades. Posteriormente debían investigar ofertas reales de tres productos de en-
tretenimiento, moda y ocio en diferentes situaciones, de tal manera que analizaran cada una de ellas e indicaran
razonadamente cuál les interesaba más.

Repartos y mezclas. Los alumnos debían efectuar repartos según una aportación inicial dada, así como el precio
por unidad de medida en una mezcla. Además, tenían que tener en cuenta la ganancia que se quería obtener. El
contexto planteado fue el viaje de estudios y posteriormente, los estudiantes debían inventar enunciados y resolver
actividades similares.

Recetas de cocina. El objetivo era razonar cómo obtener recetas de cocina para distinto número de comensales.
Se les propuso la elaboración de una tarta de chocolate para 4 personas y los alumnos calculaban la cantidad de
los ingredientes para 5, 6 y 7
comensales. A continuación,
debían buscar recetas para
elaborar un menú que cons-
tara de primer plato, segundo
plato y postre y adaptar las
cantidades en función de los
comensales.

Escalas y planos. En esta ac-
tividad se estudiaba cómo ob-
tener el factor de escala de un
mapa o plano, y hacer medi-
das sobre ellos, para poste-
riormente generalizarlo a
maquetas (tres dimensiones).
También investigaban el pre-



cio del metro cuadrado de una vivienda de similares características a la del plano proporcionado en función del
barrio y de la ciudad escogida. Para ello, debían usar portales inmobiliarios de internet que se les proporcionaba.
Y por último se les pedía que dibujaran a escala el plano de su vivienda habitual y que investigaran qué valor tenía
actualmente su inmueble y que lo comparasen con el precio que les costó a sus tutores legales.
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Elecciones: Métodos de reparto de escaños. El objetivo era ver la diferencia que se produce en el reparto de escaños si
se tiene en cuenta el porcentaje del total del voto emitido o el método D’Hont que se usa en España en la actua-
lidad. El escenario utilizado fueron los resultados de las elecciones andaluzas del pasado 22 de marzo de 2015.
Para esta parte del trabajo, se les proporcionó un enlace de la web oficial de las elecciones al Parlamento Andaluz
[3], donde se explica el método de D’Hont.

Tras este estudio, los alumnos hicieron comparaciones con los resultados de las elecciones autonómicas cele-
bradas en el año 2011 y elaboraron una serie de conclusiones.

Interés bancario. El objetivo era estudiar y sacar conclusiones sobre los intereses que ofrecen las distintas entidades
bancarias en dos situaciones bien diferenciadas: rentabilidad (plazo fijo) y préstamos. Para ello, tenían que investigar
y realizar una tabla comparativa entre bancos. En dicha tabla se tenía que reflejar el porcentaje de interés que te
ofrecían para obtener una rentabilidad de una determinada cantidad de dinero, y el porcentaje de interés que te
cobran por pedir prestada esa misma determinada cantidad de dinero.

El hombre de Vitruvio. En esta actividad los miembros del grupo analizaban la relación entre distintas medidas de
la obra «El hombre de vitruvio» de Leonardo da vinci. Además, debían reconocer y deducir el número áureo en
distintos contextos: con un procedimiento geométrico (regla y compás), a partir de la sucesión de Fibonacci, con
un procedimiento algebraico (resolución de ecuaciones), y a través de la naturaleza y el arte.



¡Dosis de medicamentos! Los alumnos calculaban la dosis a suministrar de un medicamento en función del peso de
un paciente y de la composición del producto. Tras leer el prospecto de algunos medicamentos que se suelen usar
para los bebés, realizaban cálculos que luego comparaban con una aplicación para móvil [4].
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Aplicaciones a otras áreas. En esta ocasión, el
grupo debía establecer la conexión de la pro-
porcionalidad con otras áreas de conocimiento
como la física. Para ello, se les proporcionaron
problemas contextualizados con la intención de
que se familiarizasen con el lenguaje y las uni-
dades utilizadas. En cada uno de estos proble-
mas, deducían de qué leyes científicas se
trataban y su estudio en otras asignaturas. Ade-
más, se les pidió que investigaran otras leyes
científicas para que indicaran su enunciado, la
relación existente entre sus variables y la unida-
des que usaban las distintas magnitudes.

Conclusiones y futuro trabajo
El tiempo que se invirtió en este proyecto fue de dos semanas. Las impresiones de los alumnos fueron muy positivas
porque estudiaron el tema de proporcionalidad y porcentajes en situaciones que les resultaban de su interés y el
proyecto les permitió tener una mayor visión general de esta unidad didáctica.

Conviene destacar que los resultados obtenidos en el examen de la unidad fueron mejores que en otros grupos
de 2.º de E.S.O. donde no se había realizado el proyecto. Esto nos lleva a pensar, que debemos hacer un esfuerzo
en presentar los contenidos contextualizados con la realidad de nuestros alumnos y hacer que sean los estudiantes
los que tengan un papel activo de su propio aprendizaje. Así, se conseguiría que asimilasen mejor la materia y tu-
vieran un mayor grado de implicación en el proceso de enseñanza-aprendizaje.

Dentro del proyecto, nos hubiera gustado incluir otra actividad, que por falta de tiempo, no ha sido posible
llevar a cabo. En esta actividad los alumnos de 2.º E.S.O. tendrían el rol de profesores y explicarían a los alumnos
de 1.º de E.S.O. sus proyectos de proporcionalidad.
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Una de nuestras aspiraciones como profesores de matemáticas es conseguir que nuestros alumnos comprendan y
sepan utilizar bien las matemáticas para resolver problemas de su vida cotidiana. Siendo más ambiciosos, preten-
demos que les sirvan para desarrollar su pensamiento, para razonar mejor, para comprender en profundidad el
mundo que les rodea. En última instancia, deseamos fervientemente que les gusten, que lleguen a amar esta dis-
ciplina.

Disciplina que, sin embargo, es muchas veces difícil por su grado de abstracción y alejamiento de la realidad;
por la falta de sentido que para muchos tiene; por su carácter constructivo, que hace imprescindible dominar unos
contenidos para poder entender los siguientes. Dificultad que se ve incrementada, en ocasiones, por una mala
práctica de los profesores que alejamos la materia de los alumnos, presentándosela como algo frío, distante, inmu-
table y descontextualizado.

Un buen recurso para conseguir que nuestros alumnos vibren y se entusiasmen con las matemáticas es utilizar
las posibilidades que tiene el ancestral arte de contar historias, de relatar, de contar cuentos. Contar una historia,
para convencer al ser humano de algo, tiene algunas ventajas, frente a dar solamente una explicación objetiva y
racional.

Al escuchar una historia, reaccionamos como si nosotros mismos la estuviéramos viviendo. A través de un pro-
ceso mimético, se crea una conexión entre quien la cuenta y quien la escucha que hace sumergirse a ambos en un
vivo diálogo. El narrador tiene el poder de hacer visible lo invisible, de acentuar lo que es interesante, de poner
negro sobre blanco las ideas clave de la narración. La mímesis desata una potente fuerza de conocimiento y com-
prensión en quien escucha la historia, que ayuda a dar sentido al mundo, a estructurarlo. El hilo narrativo explica
las causas de lo que sucede, y da un contexto temporal geográfico, vital a lo que se explica.

Encontramos lógico y natural contar cuentos a los niños y no nos avergonzamos de ello. Sin embargo, no son
solo útiles con ellos. Cuando tratamos con chicos más mayores nos parece que siendo directos, claros y objetivos
con lo que explicamos es suficiente y eficiente. Pero los hechos nos muestran todos los días que esto no es así. Una
dosis de relato, de cuento, de contextualización, activa más la implicación de los alumnos en lo que aprenden, que
muchas explicaciones frías. 

Nos puede parecer que insertar las matemáticas en un relato que dé sentido a lo que enseñamos es más
difícil que en otras disciplinas. Pero lo cierto es que las matemáticas son en sí mismas una historia y tienen
además una rica historia. Son una historia de creación y descubrimiento, un relato que ayuda a comprender
el mundo. Matematizar es un proceso de acercamiento de la mente a una realidad que siempre presenta nuevos
parajes por explorar, como afirmaba Miguel de Guzmán, matemático y humanista español. Desde el principio
las matemáticas intentan explicar algo tan misterioso como la presencia de lo infinito en un mundo finito: no
puede haber argumento más apasionante para una historia. Las matemáticas tienen tras de sí, además, una
larga historia. Desde el principio el hombre quiso contar. Número y palabra aparecieron unidos en la historia
de la humanidad: la escritura no nació para representar la lengua hablada, sino como una técnica de registro
contable. Por ello mismo los niños aprenden a contar, antes de aprender a leer y a escribir. A partir de este
contar concreto, las matemáticas inician un proceso de alejamiento de la realidad, a través de los símbolos y
la abstracción: de esta liberación de lo concreto, nace su potencia y son la historia del triunfo de la mente hu-
mana sobre las limitaciones de la realidad. Las matemáticas son un producto histórico, que tiene en los temas
familiares al pensamiento humano como el número, la forma, el cambio y el azar, un hilo conductor narrativo
muy marcado. insertar las matemáticas en la historia de la cultura humana es una de las llaves fundamentales
para entenderlas.

Las matemáticas
y el arte de contar historias

por
ELENA GIL CLEMENTE y ALBERTO FONTANA ASO

(Colegio Sagrado Corazón, Zaragoza)
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La clase de matemáticas como relato
Desde Grecia, en el corazón de las matemáticas ha estado la argumentación, la conversación, el diálogo, el lenguaje.
Para que nuestras clases sean estimulantes para los alumnos, debemos recuperar ese espíritu de comunicación
entre maestro y alumno y debemos hacer de nuestras clases historias eficaces.

Para ello ha de existir un problema creíble, que debemos plantear en el inicio. Algo que capte la atención del
alumno, una pregunta interesante, una información sorprendente. El problema no debe ser trivial, pero debemos
exponer su dificultad con un lenguaje comprensible, que estimule los sentimientos y haga que los alumnos se
sientan implicados.

El desarrollo de la clase debe ser una respuesta bien trabada a lo que hemos planteado: que tenga un buen hilo
conductor, que conecte con mensajes que el alumno ya ha recibido de nosotros en otras clases. El hilo conductor
ha de ser entretenido, apelar a la participación de los alumnos, para poder avanzar en la historia, que se irán im-
plicando emocionalmente en la narración. La pasión que el profesor ponga en ella, su poder de persuasión, es
vital para que los alumnos estén predispuestos a escuchar y para facilitar la comprensión del mensaje.

Al concluir, se debe dar respuesta a lo planteado, recoger todo lo aprendido de forma que se genere un recuerdo
profundo y duradero en la memoria del alumno. El profesor debe aportar un significado a lo aprendido, haciéndolo
valioso para él: relacionándolo con otras cosas que ya sabe o abriendo la puerta a conocimientos futuros que co-
nectarán con lo que acaba de aprender.

Resolver problemas: una historia que se repite
El matemático húngaro George Polya, expuso en su obra How to solve it (1945) los conocidos pasos que se han de
seguir para resolver un problema matemático. Menos conocida es la estupenda descripción que hace en el mismo
libro de cómo debe ser una clase de matemáticas. El profesor debe escenificar e incluso dramatizar delante de sus
alumnos la misma historia, una y otra vez, de manera que a base de imitación y repetición, el alumno interiorice
el proceso de resolución de problemas. Polya asegura que la principal tarea del profesor es ayudar al estudiante, y
que para ello debe hacerle las mismas preguntas e indicarle los mismos pasos, una y otra vez, para que él vaya re-
escribiendo la historia que le conducirá a la resolución del problema: «¿qué desconoces», «¿qué conoces?», «¿qué
relación hay entre las dos cosas?», «¿has resuelto alguna vez un problema parecido?»…

Gracias a la guía del profesor, el alumno llegará a convertirse en protagonista de la historia y llegará a no ne-
cesitar a nadie que se la vaya narrando.

Grandes contadores de historias en matemáticas
Contar las matemáticas a los niños o jóvenes a través de un relato imaginativo es algo
relativamente habitual en nuestros días. Los catálogos de libros dedicados a la divul-
gación científica, en general, y matemática, en particular, están bien nutridos. 

Un precursor de este tipo de literatura fue el maestro y pedagogo francés Jean Macé
(1815-1894). Amigo y colaborador del editor Hetzel (1814-1886) y del escritor Julio
verne (1828-1905) colaboró con él en la fundación de una revista y de una columna
destinada a la primera infancia, de una cuidada estética y calidad de contenidos. Su
objetivo era proponer a los niños lecturas educativas desde el punto de vista de los
contenidos de las disciplinas y de la moral, pero que fueran recreativas, divertidas, apa-
sionantes. Los niños debían reconocerse en los personajes de los cuentos, por eso las
historias insertaban los contenidos de las disciplinas en un contexto familiar y coti-
diano.

El primer libro de argumento matemático escrito por Macé fue L´arithmetique du
grand-papa (1862) y se dirigía a alumnos de la escuela primaria. Trataba temas como
los sistemas de numeración, las cuatro operaciones, las fracciones, y el sistema métrico

ELENA GIL CLEMENTE y ALBERTO FONTANA ASOLas matemáticas y el arte de contar historias
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decimal. Su segundo libro L´arithmetique du Mademoseille Lili (1867) se dirigía a un público más joven: los alumnos
de nuestra educación infantil. Enseguida se dio cuenta de que merecía la pena adelantar el conocimiento de las
matemáticas a edades tempranas dada la capacidad de estos niños de entender el mundo aritmético y geométrico
si se les enseñaba a través de medios adecuados como los cuentos.

Experiencias didácticas de matemáticas y narración en ESO
A lo largo de los últimos años hemos realizado en nuestro centro algunas experiencias con los alumnos para trabajar
la relación entre el lenguaje y las matemáticas, a través de la lectura, de la escritura y de las imágenes. Este tipo de
experiencias ayudan a los estudiantes a comprender que las matemáticas son una parte de la historia y de la cultura
como lo son la literatura, la filosofía, la música y el arte. Acercan a los alumnos a la humanidad de las matemáticas
en sentido profundo y contribuyen a desterrar la falaz oposición entre «letras» y «ciencias» que ha dominado nues-
tra tradición y que se ha transmitido a nuestros estudiantes. 

Primer ciclo de ESO
Se propone a los alumnos la lectura de varios libros que enriquezcan su universo cultural de una forma entretenida,
pero profunda. Tras leer el libro, los alumnos deben hacer un pequeño trabajo que recoja lo aprendido. Los títulos
elegidos durante los últimos años han sido:

Anna Cerasoli (trilogía), Los diez magníficos (2001), La sorpresa de los números
(2003), Mister Cuadrado (2006), Ediciones Maeva
Esta autora italiana, profesora de matemáticas, propone a los lectores situaciones vitales
significativas, que ellos pueden fácilmente reconocer y que suscitan interés y curiosidad
por las matemáticas. Tiene una especial habilidad para presentar contenidos matemá-
ticos de una gran profundidad adaptando el registro comunicativo a los interlocutores.
Es un tipo de literatura que se revela como un instrumento muy válido para la enseñanza
de las matemáticas. Se abordan temas tan diversos como los diagramas de árbol, el sis-
tema binario, la combinatoria, la lógica, la teoría de conjuntos, la estadística, los sistemas
de numeración, la sucesión de Fibonacci, el álgebra, la semejanza, la probabilidad, el
número π, los números cuadrados, el sistema sexagesimal, los cuerpos sólidos…

Jordi Serra y Fabra (2000), El asesinato del profesor de matemáticas, Anaya
De menor calidad en contenidos matemáticos que los libros de Anna Cerasoli, co-
necta con un tipo de alumnos, a los que un libro en el que las matemáticas son una
excusa para un intrigante relato de ficción, les resulta más asequible que uno en el
que los contenidos son algo central.

Isabel Molina(1997), El señor del cero, Ediciones Alfaguara
Este libro se propone en colaboración con el departamento de Sociales. Aborda la
introducción de la cifra cero en Europa a través de una historia de amistad ambien-
tada en el siglo x. Cada departamento plantea un trabajo diferenciado sobre el libro. 

Segundo ciclo de ESO

Letras y ciencias: todo es uno
Se propone a los alumnos que realicen de una a cuatro fotos que tengan en común
algún tema que les evoque un concepto matemático: números, formas geométricas,



ecuaciones, incógnitas, relaciones, igualdad, desigualdad, variables, la parte en relación al todo, las simetrías, el
rigor, la precisión…

Deben pensar un título y uno o varios textos que sean coherentes con las fotografías y que les den unidad y
sentido matemático. Presentar las fotos artísticamente en un mural o en una presentación digital. valoramos la
adecuación de las fotos al título y texto, la presentación, ejecución y aspectos formales y la calidad en la redac-
ción.

Elaboración de un libro de relatos matemáticos
Los alumnos de 4.º ESO se encargan de la coordinación y edición de todos los relatos matemáticos que elaboran
alumnos de todos los cursos para el concurso de la RSME, si se convoca, o para
un concurso interno en caso contrario. Se elabora una presentación y una por-
tada para el libro. La colaboración de todos los alumnos y el resultado resulta
muy gratificante para todos los participantes.

Bachillerato
Se propone a los alumnos un listado de libros relacionados con las matemáticas
de nivel un tanto avanzado y se les pide la realización de un trabajo sobre el
libro. Los libros y extractos de algunos de los trabajos propuestos se describen
a continuación.

John Allen Paulos (1990), El hombre anumérico, Tusquets editores
inteligente análisis de las locuras que engendra la falta de comprensión de la
ciencia y de las matemáticas.

¿Qué es el anumerismo según el autor? Cita tres ejemplos de razonamiento
anumérico que aparezcan en el libro ¿Crees que este tipo de razonamiento está
extendido en la sociedad?¿Por qué?¿Cómo puede ayudar el estudio de la probabilidad a la disminución del anu-
merismo? 

Guillermo Martínez,(2005), Los crímenes de Oxford, Destino
interesante novela policíaca donde las matemáticas son clave para el desarrollo
y resolución del misterio.

Elige uno de los matemáticos reales que aparecen en el libro y escribe una
breve biografía sobre él, haciendo hincapié en su aportación a las matemáti-
cas.(máximo 15 líneas). ¿En qué aspectos de la relación entre verdad y mate-
máticas te ha hecho reflexionar el libro? (breve ensayo de máximo 30 líneas).

Ana Millán Gasca (2004), Euclides, la fuerza del razonamiento matemático,
Nivola
Recorrido por la figura, la obra y el contexto social y científico de Euclides. La
autora nos presenta la matemática griega como un saber desinteresado, que es
independiente de su aplicación práctica. 

La lectura del libro da pie a reflexionar sobre relaciones entre distintos as-
pectos de las matemáticas. Elige dos de ellos y escribe un ensayo sobre cada
uno de 300 palabras:

— Las matemáticas y la escritura.
— El método de demostración y la geometría.
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— Las matemáticas y la formación de las personas.
— intuición geométrica y abstracción matemática.
— Matemática teórica y matemática práctica.

Simon Sigh,(2013), Los Simpson y las matemáticas, Ariel
La serie televisiva tiene entre su nómina de guionistas más doctorados en mate-
máticas que cualquier otro programa de televisión. Hay numerosos ejemplos a
lo largo de toda la serie, que permiten adentrarse en prácticamente cada rincón
de las matemáticas. El libro trata de aproximarse a ellos.

En el libro se abordan varios temas de interés relacionados con las matemáti-
cas. Elige dos de ellos y escribe sobre cada uno un ensayo de 300 palabras:

— Estadística: uso y abuso
— Mujer y matemáticas
— Enigmas matemáticos.
— Números con características especiales. 
— El número 1729.

En el libro van apareciendo distintas «bromas matemáticas» que te animan
a entender. Elige tus tres bromas favoritas y trata de explicarlas sin que pierdan
la gracia. ¿Serías capaz de inventar una propia? 

Apostolos Doxiadis, Christos H. Papadimitriou(2010), Logicomix, Sin sentido 
Una novela gráfica que convierte en una apasionante aventura, la búsqueda

por fundamentar las matemáticas de finales del sigo xix y principios del xx, na-
rrada en primera persona por uno de sus pro-
tagonistas: Bertrand Russell.

Elige uno de los temas que se abordan en
el libro y escribe un ensayo de 300 palabras
sobre él:

— vida de Betrand Russell.
— Filosofía y matemáticas.
— Límites de la búsqueda de la verdad.
— Matemáticas y lógica.

Referencias bibliográficas
iSRAEL, G., y A. MiLLAN (2012), Pensare in matemática, Zanichelli, Bologna.
POLYA, G. (1971), How to solve it, Princeton University Press, Princeton.
SCARAMUZZO, G. (2010), Paideia mimesis. Attualità e urgenza di una riflessione inattuale, Anicia, Roma.
MACé, J. (1862), L’arithmétique du grand papa: histoire de deux petits marchands de pomme, J. Hetzel, París.
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Podría pensarse que un método llamado de Montecarlo sirve para que los matemáticos avispados se enriquezcan
jugando a la ruleta en los casinos. No es así. Se llama de Montecarlo porque tiene relación con la generación de nú-
meros aleatorios. Es un método estadístico por el que, a través de números aleatorios, pueden resolverse de manera
muy aproximada problemas complejos. Su inventor, en 1947, fue el matemático de origen húngaro, nacionalizado
estadounidense, von Newman (1903-1957). Parece ser que la idea le surgió cuando el matemático Stanislaw Ulam
(1909-1984) le comentó que había resuelto un complicado solitario, a través de pruebas aleatorias.

von Newman utilizó este método para calcular a qué distancia del suelo debían explotar las bombas de Hiros-
hima y Nagasaki para que el efecto fuera más devastador.

Aquí vamos a encontrar una aplicación más amable.

Medir un área por el método de Montecarlo
Cualquier curva definida positiva genera un área entre dos rectas verticales, x=a y x=b, y el propio eje de abcisas
y=0. El método de Montecarlo nos permite calcular con bastante precisión el valor de esa área, sea la curva simple
o complicada. Para que se vea la cosa clara y sepamos controlar el error cometido, aquí se ha elegido una sencilla: 

Se va a calcular el valor del área comprendida entre la curva y= x4 +1, las rectas x=0, x=1 y el eje de abcisas.
Con conocimientos básicos de cálculo integral sabemos que:
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Como quiera que Excel crea rápidamente números aleatorios, vamos a hacer lo siguiente: Consideraremos la
curva que estará enmarcada por el cuadrado de base 1 y altura 1. Bombardearemos aleatoriamente ese cuadrado
con 1000 puntos. Contaremos los puntos que caigan por debajo de la curva y los compararemos con el total (1000).

Primero representamos la curva. Escribimos la tabla, arrastrando hasta la fila 1000.
Cuidado con la sintaxis al escribir la fórmula: hay que escribir (C1^4) entre paréntesis (Esto cambia con respecto

a las calculadoras científicas).

Ya podemos representar la función:
Seleccionar el bloque C1:D1000.
Insertar / Gráficos / Dispersión con líneas suavizadas
A continuación se generan 1000 puntos aleatorios. Pero, cuidado, no dos coordenadas (X,Y) aleatorias. En las

abscisas se escribe directamente lo que se ve en la tabla y en las ordenadas un número aleatorio entre 0 y 1. Si no
se hace así, no se podrán comparar las alturas porque las abscisas no coincidirían.



Representemos los puntos en el gráfico.
Botón secundario en el gráfico / Seleccionar datos /  Agregar y rellenar arrastrando los bloques como se ve:

MIGUEL BARRERAS ALCONCHELEl método de Montecarlo
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Ponemos las opciones de cálculo en Manual: Fórmulas / Opciones de cálculo (así, solo se generarán números alea-
torios al pulsar F9)

Sale un gráfico muy extraño. Seleccionar en el gráfico nuevo con el Botón secundario y cambiar el estilo a Dis-
persión solo con marcadores. Debe quedar algo así:

* El libro con el que se trabaja aquí está elaborado en <http://catedu.es/calendas/catexcel/probabilidad.htm>.

Falta contar los puntos que hay por debajo de la curva. Escribimos 
(C1)= =Si(B1<D1;1;0) y arrastramos 1000 filas.
Por fin (G3) =SUMA(E1:E1000)/1000; en H3, el valor real, 0,8, y calcular el error relativo en i3=ABS(G3-

H3)/H3 (en formato porcentaje).
Pulsando repetidamente F9 comprobamos que los errores cometidos son pequeños.
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A lo largo de nuestro paso por las diferentes etapas de la enseñanza, los números reales son los actores principales,
y  entre ellos los naturales, enteros y racionales son los protagonistas. Podría ser ese el motivo por el que la mayoría
de nosotros creemos que son los únicos números espectadores de nuestro día a día. Poco o nada se nos cuenta de
otro sistema numérico, actor secundario, que también está presente en nuestra vida cotidiana y que da consistencia
a la trama de esta historia: El cuerpo finito de p elementos, {0, 1,2,…,p– 1} donde p es un número primo.

A estos cuerpos finitos se les han encontrado importantes aplicaciones, sobre todo en criptografía. La criptografía
proviene de las palabras, cripto —ocultar— y graphos —escritura—. Podemos pensar que significa algo así como el
arte de ocultar mensajes. 

La criptografía tiene como objetivo principal enviar un mensaje de forma oculta, llamado cifrado o encriptado,y
que sólo el receptor con una llave o clave secreta pueda descifrar y leer su contenido. A lo largo de la historia ha
sido usada principalmente en guerras,  medios de comunicación o agencias de seguridad nacional. En la actualidad
es indispensable en muchos de los servicios que empleamos diariamente: internet, teléfono, radio, televisión. O
como ejemplo más concreto, cuando hacemos una compra online e introducimos nuestro número de tarjeta de
crédito, este número se encripta usando la aritmética de módulos primos.

Para cada número primo p, existe un cuerpo finito con p elementos: {0, 1,2,…,p– 1}. Estos p elementos com-
prenden un sistema numérico que es cerrado para la suma, resta, multiplicación y división módulo p. Obedecen
las mismas reglas que las operaciones correspondientes con números racionales y reales. 

Pero en  este sistema numérico hay también algo especial. Si se toma cualquier elemento del cuerpo finito
{0,1,2,…,p– 1} y se eleva a la p-ésima  potencia, en el sentido de la aritmética de módulo p, sorprendentemente
se obtiene el mismo resultado. En otras palabras, ap∫ a (mod p). 

El pequeño teorema de Fermat es uno de los teoremas clásicos de teoría de números y su interés principal está en la
aplicación de la primalidad y en criptografía. Hay otro teorema, análogo al pequeño teorema de Fermat pero con
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por

BEATRIZ RUBIO SERRANO
(Colaboradora del Instituto Universitario de Matemáticas y Aplicaciones)

#6Para qué sirven

http://www.eldiario.es/turing/criptografia/Breve-historia-criptografia_0_261773822.html
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aritmética módulo n, muy importante también en criptografía;
el teorema de Euler o el teorema de Euler-Fermat.

aj(n)∫1 (modn), ∀nŒN y mcd(a,n)=1

Recordemos que la función de Euler j(n) es el número de nú-
meros naturales entre 1 y n – 1 que son primos entre sí con n; es
decir, que no tienen divisores en común con n (aparte de 1). 

Se demuestra exactamente de la misma manera que el pequeño te-
orema de Fermat. Probaremos el caso en que n es el producto de dos
números primos; n=pq, con p y q primos y p≠q.

En este caso, los números que no son primos entre sí con n
son divisibles ya por p o por q. Los primeros tienen la forma pi,
con i = 1, .., q – 1 (hay q – 1 de ellos), y los segundos tienen la
forma qi, con j=1, .., p– 1 (hay p– 1 de ellos). Por lo  tanto, hallamos que j(n)= (n – 1)– (q– 1)– (p– 1)=(p– 1)(q– 1)

Por lo tanto, tenemos 

a(p-1)(q-1)∫1 (modpq), ∀a divisible por p y q
a1 + m(p-1)(q-1)∫a (modo pq), es cierta ∀aŒN y ∀mŒZ

Esta ecuación es la base de uno de los algoritmos de encriptación más ampliamente utilizados, llamado algo-
ritmo RSA (por Ron Rivest, Adi Shamir, y Leonard Adlmean, quienes lo describieron en 1977). La idea es que
escogemos dos número primos p y q (existen varios algoritmos para generarlos) y decimos que n es el producto pq.
El número n se hace público pero los números primos p y q no. Acto seguido escogemos un número e primo entre
sí con (p– 1)(q– 1). Este número también se hace público. 

El proceso de encriptado convierte todo número a (como el número de una tarjeta de crédito) a ae módulo n:

aÆb∫ae (mod n).

Hallamos un número d entre 1 y (p– 1)(q– 1) tal que de)∫1 (mod
(p– 1)(q– 1)) es decir, de)∫1+m(p-1)(q-1), para algún mŒN. 

De esta forma:

ade (mod n)∫ a1+m(p-1)(q-1) (modn))∫a (mod n)
por la fórmula anterior.

Por lo tanto, dado que b=ae, podemos recuperar el número ori-
ginal a como sigue:

bÆbd (modn)

Por lo que hacemos públicos los números n y e, pero mantenemos en secreto d. 
La fórmula aÆb)∫ae (mod n) nos da la encriptación. Cualquiera puede hacerlo porque e y n son de dominio

público.
La descripción nos da la fórmula bÆbd (modn), aplicada a ae, nos devuelve el número a original y solo quienes

conocen d pueden hacer esto.
La razón por la que este es un buen código de encriptación es que a fin de hallar d, que nos permite reconstruir

los números codificados, hemos de conocer el valor de (p– 1)(q– 1). Para ello tenemos que saber el valor de p y q,
dos números primos divisores de n. Y estos se mantienen en secreto. Con un número n suficientemente grande,
pueden tardarse muchos meses, incluso con una red de ordenadores potentes, en hallar p y q. La multiplicación
de dos números primos grandes es una tarea fácil para un ordenador pero el procedimiento inverso de encontrar
los dos números primos originales a partir de su producto puede resultar muy difícil. En 2009, un grupo de inves-
tigadores, empleando cientos de ordenadores en paralelo, tardaron dos años para factorizar en números primos
un número de 232 dígitos.

https://eprint.iacr.org/2010/006.pdf
https://eprint.iacr.org/2010/006.pdf
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La habitación de Fermat
por

NOELIA MUÑOZ CAMACHO
(IES Valle del Jiloca, Calamocha)

#6NuestroTaller

Piensa o muere, con este eslogan nos vendían en 2007 la ópera prima de
Luis Piedrahita y Rodrigo Sopeña.

El argumento
Cuatro matemáticos que consiguen descifrar un acertijo, son invitados

a resolver el mayor enigma jamás planteado. Por curiosidad, interés o
amor a las matemáticas, no sospechan cuando se les conduce a un alma-
cén abandonado y situado en medio de ninguna parte. Una vez allí se
quedan encerrados en una habitación con una PDA donde van apare-
ciendo distintos acertijos que tienen que resolver en el tiempo que les es
marcado, si no quieren correr el riesgo de morir aplastados por una ha-
bitación cuyo tamaño se va reduciendo.

LOS ACERTIJOS
1. La secuencia numérica
¿En qué orden están los siguientes números? 5 - 4 - 2 - 9 - 8 - 6 - 7 - 3 - 1 

https://www.youtube.com/watch?v=HFWHqKtyb-k

2. El pastor
Un pastor tiene que cruzar un río con una barca. Con una oveja, un lobo y una col. En la barca sólo caben 2. Por
ejemplo, el pastor y la oveja, o el pastor y la col. Hay que averiguar cómo se puede cruzar el río, sin que el lobo se
coma la oveja, o la oveja se coma la col.

https://www.youtube.com/watch?v=UuyTatvUs-Q 

3. Las cajas de caramelos
Un pastelero recibe tres cajas opacas. Una caja contiene caramelos de menta, otra caramelos de anís y otra un
surtido de caramelos de menta y anís. Las cajas tienen etiquetas que ponen caramelos de menta, de anís o mez-
clados. Pero el pastelero recibe el aviso de que todas las cajas están mal etiquetadas. ¿Cuántos caramelos tendrá
que sacar el pastelero como mínimo para averiguar el contenido de las cajas? 

https://www.youtube.com/watch?v=resbWdqBEyY 

4. El código binario
Descifra el siguiente código: 000000000000000011111110000 111111111110010001110001001
001111100100111101011110011 100100111000111111111000001 000001000000100000100000011
111110000000111110000000000 0000000 (Una lista enorme de 169 dígitos)

https://www.youtube.com/watch?v=g_gqkpjcvio



5. La bombilla
En el interior de una habitación herméticamente cerrada hay una bombilla. Y fuera de la habitación, hay tres in-
terruptores. Sólo uno de los tres enciende la bombilla. Mientras la puerta esté cerrada, puedes pulsar los interrup-
tores las veces que quieras. Pero al abrir la puerta tienes que decir cuál de los tres interruptores enciende la bombilla.
¿Cómo sabemos qué interruptor enciende la bombilla? 

https://www.youtube.com/watch?v=kBMzhW2PZb4 

6. Los relojes de arena
¿Cómo se puede cronometrar un tiempo de 9 minutos utilizando dos relojes de arena, uno de 4 minutos y otro
de 7?

https://www.youtube.com/watch?v=vHdF9-AfKiY

7. Las edades
Un alumno le pregunta a un profesor: ¿qué edad tienen tus tres hijas? Y el profesor contesta: si multiplicas sus
edades, da 36, y si las sumas da el número de tu casa. Me falta un dato, protesta el alumno. Y el profesor le res-
ponde: es verdad, la mayor toca el piano. 

¿Qué edad tienen las tres hijas?

https://www.youtube.com/watch?v=cZvHs2kJShc 

8. Las dos puertas
En la Tierra Falsa todos los habitantes mienten siempre. En la Tierra Cierta todos los habitantes siempre dicen la
verdad. Un extranjero se encuentra atrapado en una habitación que tiene dos puertas, una puerta lleva a la libertad
y la otra no. Las puertas están custodiadas por un carcelero de la tierra Falsa y otro de la Tierra Cierta. Para dar
con la puerta que lleva a la libertad, el extranjero puede hacer sólo una pregunta a uno de los dos carceleros, pero
no sabe cuál es el de la Tierra Falsa y cuál el de la Tierra Cierta. ¿Qué pregunta formuló?

https://www.youtube.com/watch?v=LCG7teGxxv4 
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Las actividades
En el aula se pueden proponer distintas actividades: desde la búsqueda de información de los personajes citados
en la película, Cantor, Fermat, Galois, Gödel, Golbadch, Hilbert, Oliva, Pascal, Pitágoras, Taniyama y Turing; la
resolución de los acertijos anteriores o incluso comprobar que los números pares pueden ponerse como suma de
2 números primos.

Para esto último sería bueno ayudarnos de una tabla de números primos que pueden hacer nuestros alumnos
o que podemos proyectar en la pizarra digital.

Por todo esto la película se puede recomendar a nuestros alumnos, y elegir para visionar en clase algunos frag-
mentos dependiendo de la edad a la que la queramos dirigir o del tiempo que queramos utilizar.

La propuesta
Para una duración de entre 50-60 minutos, introducimos las definiciones de número par, impar y primo, proyec-
tamos el vídeo de la conjetura de Golbach de la película, donde un joven Alejo Sauras utiliza las matemáticas
para ligar. 

https://www.youtube.com/watch?v=e_aw—FY9Ui

NOELIA MUÑOZ CAMACHOLa habitación de Fermat
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Proyectamos una tabla de números primos y preparamos 6 ó 10 números pares para que los escriban como
suma de dos números primos.

Para entrar en materia con los enigmas proyectamos una diapo-
sitiva con la secuencia numérica para ver quién sabe qué orden si-
guen esos números.

Podemos añadir cómo hubiera sido la secuencia para una película
doblada en inglés o francés.

Después elegimos 3 acertijos, por ejemplo, el pastor, la bombilla
y los relojes de arena. 

Hacemos 6 grupos en la clase y damos el primer acertijo a dos
grupos, el segundo a otros dos y el tercero a los dos restantes. Deja-
mos unos cinco o diez minutos para que lo piensen. Mientras vemos
si lo resuelven, podemos darles alguna pequeña pista. 

Después juntamos a los dos grupos con el mismo acertijo para ver si son capaces de resolverlo si no lo han
hecho todavía, para que comparen sus explicaciones si los dos lo han resuelto y elaboren una respuesta común, o
para que en el caso de que sólo uno lo haya resuelto se lo explique al otro.

Finalmente ponemos en común lo que han hecho estos tres nuevos grupos y resolvemos los acertijos para toda
la clase. 
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El CRiE venta del Olivar de Zaragoza comenzó a introducir dentro de sus programaciones actividades rela-
cionadas con las matemáticas el curso 2013-2014. Algunos profesores conocíamos el antiguo Programa Matemática
vital, y dado nuestro interés por el tema, nos animamos a entrar al Programa Conexión Matemática. Desde en-
tonces, hemos ido ampliando las actividades a todas las programaciones.

Nuestro colegio no es un centro ordinario, más bien, todo lo contrario. Por eso conviene situar su particular
contexto, que condiciona su forma de trabajo. 

Somos uno de los cuatro centros rurales de innovación educativa (CRiE) existentes en Aragón, y el único en la provincia
de Zaragoza (Los otros tres están en la provincia de Teruel: Albarracín, Alcorisa y Calamocha).

Detrás de un nombre tan atractivo,  se esconde una apuesta educativa diferente, basada en dos aspectos fun-
damentales; la convivencia y el aprendizaje vivencial.

No tenemos un alumnado propio, sino que cada semana acuden al centro agrupaciones de unos 50 chicos y
chicas procedentes del entorno rural de todo Aragón, principalmente de CRAs (Colegios Rurales Agrupados).
Los alumnos acuden una vez al año durante una semana de lunes a viernes, en régimen de pensión completa.
Coinciden con chicos de otros colegios conviviendo las 24 horas. El desarrollo de la semana se articula en torno a
un tema, para el que se diseñan distintos tipos de actividades, que incluyen visitas, excursiones didácticas, talleres
y clases. Actualmente organizamos 21 semanas de convivencia, estructuradas en cuatro modelos de semanas te-
máticas, por las que pasan cerca de mil alumnos cada año.

Somos un equipo pequeño, formado por sólo cinco profesores, lo que facilita mucho las labores de organización,
pero también exige mucha coordinación. Al ir rotando todos los profesores por los diferentes turnos de trabajo
(cubrimos actividades desde las 8 de la mañana hasta las 11 de la noche), tienen que ser varios los profesores que
puedan impartir el taller de Conexión Matemática. Se trata de una actividad en equipo (importante para disfrutar
como profesor y no morir en el intento). Somos tres los profesores encargados de llevar adelante estas actividades.

Las características de nuestro colegio no permitían acogernos a la oferta tipo de actividades del Programa Cone-
xión Matemática. La realización de una Semana Matemática sólo hubiera llegado a un pequeño grupo de alumnos,
¿y qué pasaba con los otros veinte grupos? Queremos agradecer desde estas líneas la colaboración y flexibilidad
por parte de los responsables del Programa, que lejos de ver dificultades, vieron la oportunidad de llegar a un
mayor número de centros (por el CRiE, sólo en el último curso, han pasado alumnos de casi 50 colegios).

La colaboración de los responsables del Programa ha consistido principalmente en formación para el claustro
del centro, mediante interesantes talleres, en los que nos han ofrecido unas  propuestas prácticas de trabajo. Tam-
bién contamos con una actuación de Matemagia del Gran Alexander. Por nuestra parte, hemos diseñado activi-
dades, bien a partir de lo aprendido en los talleres recibidos o bien buscando información sobre otros contenidos.

El primer año incorporamos actividades de Conexión Matemática dentro de la programación de dos de las se-
manas temáticas, pero visto el éxito de la experiencia, el curso pasado decidimos ampliarlo a todas las semanas,
como una parte fija en el diseño de las programaciones.

Actualmente tenemos cuatro propuestas en marcha, una para cada bloque temático. En el diseño de estos con-
tenidos se busca que tengan relación con el tema de la semana (en ocasiones esta vinculación es más evidente que
en otras). Además, otro de nuestros objetivos para  hacer más atractivas las matemáticas es propiciar un trabajo
manipulativo. Hemos comprobado que una de las claves del éxito es la experiencia como motor de aprendizaje.
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por
DAVID SERRANO MARTÍNEZ

(CRIE Venta del Olivar, Zaragoza)
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Todas las actividades realizadas están disponibles en nuestra página web, son sesiones diseñadas para grupos
de unos 25 alumnos, con una duración de 60-75’ minutos. Son las siguientes:

Pentominós
Dentro de la semana dedicada a Caesaraugusta, los protagonistas de nuestra actividad fueron los Pentominós. Los
pentominós forman parte de una familia de juegos, los Poliominós. Algunos muy antiguos como el Dominó, otros
muy famosos como el Tetris, y cuya esencia básica es la combinación de un mismo número de cuadrados en
cada una de sus piezas para dar una forma diferente. En el caso del Pentominós, un juego relativamente reciente,
son cinco los cuadrados que forman cada una de
sus partes. Nos quedamos sorprendidos del éxito de
esta actividad entre los chavales. Pensamos que una
de las claves del éxito fue el que los chicos tuvieran
que buscar las diferentes piezas que componen el
juego, dibujando en un papel las figuras posibles
mediante la combinación de los cinco cuadrados.
Constituye un ejercicio muy motivador y que sirve
además para conocer mejor las piezas, algo básico
para poder continuar jugando con los Pentominós.
Luego fuimos planteando retos, buscando compo-
siciones sencillas para que se fueran enganchando y
progresivamente ir aumentando la complejidad.
Ante la apariencia de un simple rompecabezas,
puede llegar a esconder un alto grado de dificultad.
Por esta razón, sus posibilidades de trabajo nos per-
mite abarcar desde infantil hasta cualquier edad. 

Matemagia
Dentro de la semana de Ocio Creativo, incluimos a la magia como una disciplina en la que interesarse en su
tiempo libre. Como su nombre indica, en Matemagia hicimos trucos de magia basados en las Matemáticas, con
la ventaja de que no hace falta ser un habilidoso cartomago o manipulador, sino saber algo de matemáticas, tener
memoria y echarle un poco de jeta. La actividad les gustó mucho, y se dan cuenta de lo útiles que pueden ser las
matemáticas. 

Empezamos por el Juego de Averiguo tu cumpleaños, en el que tras presentar unas fichas con números al espectador
preguntaban si aparecía entre los números la fecha de su cumpleaños, tras varias preguntas, una suma y un poco
de memoria, eran capaces de dar la respuesta.

La Calculadora humana es un juego en el que tras la preparación de una serie de palitos con números, se ofrece
al espectador la posibilidad de elegir los palitos que quiera y de ordenarlos al gusto. Para su sorpresa, somos capaces
de dar el resultado de la suma de los números que se forman con los palitos en apenas unos segundos.

La Predicción numérica es otro de los juegos que gustó mucho a los chicos. Básicamente consiste en realizar una
serie de operaciones numéricas a un número elegido por el espectador, y tras ellas observar con sorpresa como
hemos sido capaces de averiguar el resultado, que hemos escrito y guardado en un sobre antes de empezar el
juego.

Universo de Figuras con Tangram Tangle y Tangran Mediam
En la semana de Ciencia y Tecnología, convertimos a nuestros alumnos en ingenieros, y les pedimos que buscasen
distintas formas de combinar las piezas de Tangram. Si bien, en lugar de usar el Tangram clásico de siete piezas,
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usamos dos tipos de Tangram menos conocidos, como son el Tangram Tangle y el Tangram Mediam. Para facilitar
la manipulación y exploración, cada chico se construyó su propio Tangram con goma EvA.

El Tangram Tangle se compone de tan sólo dos piezas, que se obtienen al partir un cuadrado por un segmento
que va desde un vértice superior al punto medio de su base. Se trata de buscar todas las combinaciones posibles
uniendo las piezas únicamente por sus lados iguales. Poco a poco, todos los alumnos dan con todas las composi-
ciones de figuras posibles. Lo que les anima a enfrentarse al reto siguiente.

El Tangram Mediam se compone de cuatro piezas iguales (4 triángulos rectángulos que se obtienen al dividir el
cuadrado en dos rectángulos, y a su vez, dividir cada rectángulo por la mitad mediante una diagonal). Nuevamente
el objetivo era el mismo, descubrir las diferentes figuras que se pueden formar uniendo las cuatro piezas por sus
lados iguales. Resulta más complicado que el Tangram Tangle, y no es nada fácil descubrir todas las composiciones
posibles.

Artemáticas
En la semana de Convive en Aragón, les planteamos buscar  posibi-
lidades de llenar el plano mediante figuras geométricas regulares a
modo de baldosas cumpliendo tres requisitos: Que no queden huecos
entre las piezas, unir las piezas por sus vértices y que las figuras se
puedan repetir indefinidamente. Para la actividad empleamos unos
polígonos regulares de goma EvA (disponibles para préstamo en unos
maletines en el CiFE Juan de Lanuza de Zaragoza,). Debían buscar
diferentes combinaciones de mosaicos semirregulares. La actividad
resulta muy atractiva, y casi siempre se quejaban cuando llegaba la
hora de recoger.

Después les presentamos la obra de Escher, un artista holandés
que exploró como fuente de motivación la repetición periódica de
los elementos en el plano, dando una representación simbólica a sus
figuras, y experimentando con la transformación de unas figuras en
otras. A través de un corto video, los chicos conocieron la obra de
este artista, de la que muchos quedaron cautivados. 

Desde el CRiE venta del Olivar podemos afirmar que la inclusión de las Matemáticas desde una
perspectiva práctica y lúdica gracias al Programa Conexión Matemática funciona con los chavales de manera
muy positiva, cambiando la idea de muchos alumnos que pensaban que las matemáticas eran una disciplina abu-
rrida. A través del juego se consigue la adquisición de conceptos y se ejercita el razonamiento de forma más natural
que a través de enfoques más teóricos. Una buena demostración de que el programa funciona es que, muchos de
los profesores acompañantes que acuden al CRiE, nos piden los materiales que hemos empleado para seguir uti-
lizándolos, ya que en muchos casos, las actividades propuestas permiten su desarrollo para más de una sesión.
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