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Desde la entrada en vigor de la LOMLOE, se oferta en 4.” de ESO la asignatura optativa Matematicas para la
toma de decisiones en los centros de la Comunidad Autéonoma de Aragon. Se trata de una asignatura cuyos saberes
basicos se estructuran en torno a tres bloques: Aritmética modular y criptografia, Teoria de grafos y Teoria de
juegos. En este articulo presentamos una propuesta didactica para el segundo bloque, Teoria de grafos. Primero,
describiremos brevemente los fundamentos de ensefianza y aprendizaje que la guian y que estan alineados con las
recomendaciones metodolégicas y el desarrollo de las competencias especificas de nuestro curriculo.

Si bien la inclusion de la teoria de grafos en particular o de la matematica discreta en general en el curriculo
de asignaturas de secundaria en Espafia esta dando atn sus primeros pasos, hay experiencias en otros paises como
Italia (Ferrarello y Mammana, 2018) y la literatura cientifica ya justifica su inclusiéon en relacién con otras areas:
Hart y Martin (2018) consideran la matematica discreta particularmente adecuada para aplicaciones tecnologicas
o informaticas. Estos mismos investigadores dan otro motivo para incluir estos contenidos, como «revitalizador»
de las matematicas escolares, en tanto que ofrecen un nuevo comienzo al alumnado. Por una parte atraen a aquellos
que arrastran un cierto fracaso escolar con las matematicas «tradicionales» ya que en particular la teoria de grafos
no requiere de grandes conocimientos previos, y por otro lado estimulan a aquellos mas aventajados a los que
ofrecen nuevos retos y desafios. Tenemos, pues, a nuestra disposicion los ingredientes necesarios para cocinar una
propuesta de ensefianza en la que se ofrezcan problemas de suelo bajo y techo alto a nuestros estudiantes.

Nuestro curriculo incluye dos competencias relacionadas directa (CE.MTD.2) o indirectamente (CE.MTD.4)
con la teoria de grafos. En ellas se busca el desarrollo de la modelizacion de problemas reales, cotidianos o tecno-

logicos, y la comunicacion de sus soluciones junto con el desarrollo
de herramientas digitales para explorar, conjeturar y comprobar
propiedades y el desarrollo de algoritmos matematicos sencillos
para la resoluciéon de problemas. Ademas, el curriculo hace suge-
rencias metodolégicas que adoptamos como propias en nuestra
propuesta: la ensefianza de las matematicas a través de la resolu-
ci6n de problemas, primero resolver verdaderos problemas y des-
pués institucionalizar; el fomento de la comunicacion oral y escrita

B1. Definicidn, conceptos y propiedades bdsicas

Definicion intuitiva de grafo. Vértices y aristas.
Representaciones pictoricas. Isomorfismo de grafos.
Grafos dirigidos. Grafos ponderados.

Subgrafos. Ciclos y caminos.

Conexion. Grafos bipartitos.

Planaridad y coloreabilidad.

B2. Tipos y familias de grafos

Grafos completos. Grafos bipartitos completos.

de los resultados obtenidos y, finalmente, el desarrollo de la com-
petencia argumentativa en nuestro alumnado a través de la expli-
citacion de argumentos, bien sean basados en ejemplos o bien en
pruebas mas o menos formales.

Respecto de los contenidos, la propuesta que se presenta mas
adelante ha seguido los saberes basicos incluidos en el curriculo
oficial de la asignatura y que vemos en la tabla 1.
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Arboles.
Grafos eulerianos y hamiltonianos.

B3. Algoritmos de grafos

El algoritmo voraz de coloracién.
El algoritmo de Fleury.
El algoritmo de Dijkstra.

Tabla 1. Concrecion de los saberes basicos
de teoria de grafos en el curriculo de la asignatura
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Ala hora de disefiar esta propuesta de ensefianza nos hemos basado en las pautas dadas por el National Council
of Teachers of Mathematics (NC'TM, 2000) a través de sus «Navigations books on discrete mathematics»: Navigating
T hrough Discrete Mathematics in Prekindergarten to Grade 5y Navigating ‘T hrough Discrete Mathematics in Grades 6 to 12.

— Resaltar el gran potencial de la teoria de grafos para modelizar situaciones cotidianas y resolverlas de la
forma optima. Planificacion de rutas eficientes, resoluciéon de incompatibilidades. ..

— Utilizar fundamentalmente la representacion pictorica (puntos y rayas) de los grafos en educacion secundaria.
Esta representacion es mas intuitiva, aunque también mas informal, pero permite un aprendizaje mas com-
pleto.

— Incidir en que los grafos representan relaciones entre elementos. Estas relaciones pueden ser de tipo concreto
como en el caso de mapas o abstractas como «conflicto» o «prerrequisto».

En este sentido, consideramos que nuestro alumnado deberia:

— Utilizar grafos para modelar y resolver una variedad de problemas relacionados con trayectorias, circuitos.
relaciones entre un ntmero finito de objetos.

— Comprender y aplicar propiedades de los grafos.

— Idear, describir y analizar algoritmos para ayudar a resolver problemas relacionados con los grafos.

— Utilizar grafos para entender y resolver problemas de optimizacién donde el objetivo es encontrar la mejor
solucién, por ejemplo, la ruta mas corta o la estrategia mas eficiente.

EINCTM (2000) recomienda el trabajo sobre tres campos de problemas: problemas de caminos y ciclos 6ptimos,
problemas de coloracion éptima de grafos y problemas de redes de expansion 6ptima. Estos campos de problemas
se presentan en la tabla 2 junto con las aplicaciones de cada uno y los saberes basicos con los que se relacionan. En
nuestra propuesta se trabajan los problemas sobre caminos y ciclos 6ptimos y los de coloracién 6ptima de grafos.

PROBLEMAS DE CAMINOS Y CICLOS OPTIMOS

SABERES BASICOS

PROBLEMA A RESOLVER

APLICACIONES

Caminos eulerianos

Caminos hamiltonianos

Camino mas corto

El problema del comerciante
viajero TSP

El problema del camino
minimo

Encontrar una ruta a través de un grafo que utilice
cada arista, todas, exactamente una vez

Encontrar una ruta a través de un grafo que visite
cada vértice exactamente una vez

Encontrar el camino mas corto entre dos vértices

Encuentra un ciclo a través de un grafo que visite
todos los vértices, donde el inicio sea igual al final,
y tenga un peso total minimo

Encuentra el camino de peso minimo entre dos vér-
tices de un grafo

Determinar rutas de quitanieves
Clasificar a los jugadores del torneo

Medir el grado de influencia entre las personas de
un grupo. Distancia o grados de separacion entre
personas en RRSS

Dada una lista de ciudades y las distancias entre
cada par de ellas, ;cudl es la ruta mas corta posible
que visita cada ciudad exactamente una vez y al fi-
nalizar regresa a la ciudad origen?

Dada una ruta de carreteras y las distancias entre
ellas, encontrar el camino mas corto entre dos ciu-
dades dadas

PROBLEMAS DE COLORACION OPTIMA DE

GRAFOS

SABERES BASICOS

PROBLEMA A RESOLVER

APLICACIONES

Coloracion de vértices.

Asignar colores diferentes a los vértices adyacentes,
usando la menor cantidad de colores posible

Coloracion de mapas. Evitar conflictos, por ejemplo,
horarios de reuniones o almacenamiento quimico

PROBLEMAS DE REDES DE EXPANSION OPTIMAS

SABERES BASICOS

PROBLEMA A RESOLVER

APLICACIONES

Redes de expansién 6ptimas

Encuentra una red dentro de un grafo que conecta
todos los vértices, no tiene circuitos y tiene un peso
total minimo.

Crea una red informatica o de carreteras éptima

Tabla 2. Campos de problemas propuestos de ensefianza
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Respecto del aprendizaje, nos hemos basado en la adaptacion del modelo de razonamiento de van Hiele a la
teoria de grafos realizada por Gonzalez y otros (2021). En este sentido, los autores hablan de cinco procesos en el
aprendizaje de la teoria de grafos:

— Reconocimuento: 1dentificacion de grafos particulares, subgrafos, familias de grafos, asi como propiedades locales
y globales, ademas de las relaciones entre propiedades.

— Uso de definiciones: comprende el manejo de conceptos para resolver cualquier tarea propuesta en el contexto
de la teoria de grafos, lo cual incluye la comprensiéon de propiedades, pasos de algoritmos.

— Formulacion de definiciones: habilidad para describir y/o caracterizar nociones de teoria de grafos como pro-
piedades, familias, etc.

— Clasificacion: organizar grafos en familias de acuerdo a sus propiedades.

— Demostracién: demostrar teoremas clasicos, equivalencia de definiciones, validez de algoritmos, entre otros
tipos de resultados.

Estos procesos, al igual que en el modelo de Van Hiele original, se desarrollan en el tiempo a través de la ad-
quisicion de unos niveles de razonamiento:

— Nwel visual, en el que el alumnado percibe los grafos como un todo. Los grafos se reconocen por su apariencia
visual, no por sus propiedades. Las definiciones se realizan por comparacion con objetos geométricos coti-
dianos y sin lenguaje matematico. Las representaciones particulares condicionan el razonamiento en este
nivel, llegando a considerar suficiente verificar la veracidad de una afirmaciéon en uno o en unos pocos ejem-
plos especificos.

— Nwel analitico, en el que el alumnado distingue partes y propiedades de los grafos. Se reconocen propiedades
locales y subgrafos, lo que permite abstraer la idea de grafo a las conexiones entre vértices, empezando a su-
perar la representacion grafica concreta. La idea de definicion esta relacionada con dar una lista de propie-
dades, incluyendo habitualmente redundancias. Al no relacionar todavia estas propiedades, no se avanza en
este nivel en cuanto al proceso de demostracion.

— Nwel preformal, en el que el alumnado puede interrelacionar propiedades. Reconocen relaciones entre pro-
piedades, por ejemplo, pueden determinar si un grafo es euleriano al verificar la paridad de sus vértices. Se
entiende ya la idea de definiciéon como lista de condiciones necesarias y suficientes, esforzandose por evitar
redundancias y deficiencias. El alumnado comprende que los ejemplos particulares son insuficientes para
demostrar una afirmacion. Asi, pueden producir demostraciones informales que requieren pocos pasos 16-
gicos y/o se obtienen a partir de la observaciéon de ejemplos genéricos o de la busqueda de contraejemplos.

— Nwel formal, en el que los grafos se manejan como objetos matematicos abstractos. El alumnado en este nivel
reconoce los grafos como objetos matematicos formales, puede deducir cualquiera de las definiciones equi-
valentes para el mismo concepto y puede elaborar demostraciones formales con varios pasos logicos.

Si bien no tenemos datos de investigacion al respecto, consideramos que el alumnado de 4.° de ESO empezaria
en un nivel visual (dado que nunca han tenido contacto con la teoria de grafos) y realizarian una transicion mas
o menos rapida al nivel analitico. Dadas las relaciones internas entre teoria de grafos y geometria, la transicion
entre ambos niveles estaria muy influenciada por el nivel de razonamiento geométrico que hubieran adquirido
previamente.

Pasamos a ver, en las paginas siguientes, la estructura de cada una de las subunidades que componen la pro-
puesta y los diferentes tipos de actividades que la desarrollan (tabla 3).

La propuesta completa, tanto la version de profesor como la del alumnado puede descargarse desde esta carpeta,

Esta propuesta se ha registrado con el Deposito Legal Z 538-2024. Se puede utilizar libremente siempre que
se haga referencia a su autora y no se obtenga rendimiento econémico de ningun tipo.

Este trabajo se ha desarrollado parcialmente dentro del Grupo de Investigaciéon en Educacion Matematica
S60_23R de la Universidad de Zaragoza financiado por el Gobierno de Aragon asi como parte de la labor de
asesoria de formacion de profesorado.
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Introduccion del concepto a
través de problemas intrama-
tematicos o extramatemati-
cos

Institucionalizacién de con-
ceptos, teoremas... (Sobre
fondo azul)

2.3 GRAFOS PLANOS, COLORACION DE MAPAS Y SOLUCION DE INCOMPATIBILIDADES
Colorea el mapa d pon a cada regién
Ias letres R (zojo), V¢ Verde), ACamarillo), . Anota I estrategia que hs seguido. ;Cuantos colores has
necesitado? Pregunta a tus compafieros cuantos hen utilizedo y qué estategia han seguido

Inagen recuperads de s mapomund: cnine/
El i lores, I i it
de colorearlo con el menor nimero de colores posible Cusntos has utilizado? ;Cual crees que es e

1mo nimero de colores para colorear cualquier mapa. reai o tnventado". Compara tu conjetura con la
de tus compaieros,

Wisualiza ¢l video El teorema de los cuatro colores”

E! problema de los & olore y su demosrcién son muy fumosos o s po sus alicacione, ambidn
demostracién.

Sy s it de R cp0m? LT g sncoo of ke minety
todo o algoritmo eficiente que
w ..,.. og P

Para colorear un grafo plano, se construye uia coloracién con un algoritmo, pere €0 50 quiere deciy que
tima. Una vez encontrada una solucién intentaremos reducir <l nimero de colores o bien
Uno de los slgoritmos mis utilizados en

coloracién de mapas es ¢l siguiente:

‘Algoritmo Welsh Powell de coloracién de grafos:

Paso ¥ ordena. que vayas
amhzm(ebq\)aﬂmcmsummsmnlm ‘por ejemplo 1 r0jo, 2 verde, 3 azul,...)

Pa <l que no ha sido coloreads
ainguno de sus sdyacentes.

Pazo 3: Si todos los vértices estdn coloreados, ya has acabado. Si no, vushve al Paso 2

Colorea esta otra figura modelizanco el poblema con wn grafo, ( dibuja el grafo sobre el mapa) despuds
aplica el ale

ayudartes @ ate

orden de calores 1 rojo, 2 verde, 3 azul, 4 amarillo

e E_C DG
2do [ T e e T T

&M oo vede szl verde amar 2zl roio amer Azl

T

Dibjancs o grfo sore o g

i por orden decrecinds 4o 14

ey ittt

Salen 4 colores, y no puece haber meros

Aunque o5 wn buen aigorimo, e

Ui g buen_alg y
recordar que no garaniza

v fusdrds it ph il

‘Completa Ia siguiente tabla com el memor n° de colores que mecesita cada grafo para ser colareado.

GRAFO N NANDIO DE | GRAFO N NINGIO DE
COLORES COLORES
L K
0 0000 2 @ i
(= Ken
A Dsinespar 2
L ? 3 sinimpar

“Los vértices son: __Las aciiidades.

“Dos tienen ai

“Los colores representan ¢l nimero de dics minmo que tendrd que abrir e
ceniro,

EXTRAESCOLAR  Alummos que s¢ han apuntado a mas de una extraescolar
Crtaa, . A

Crisaa,Ajw. Lus

n

A, Lus, Sergio

un i,

froe

Migwel Sergo

Creta, L,

La conjetura de que cualquier mapa podia ser coloreado con solo cutro
colores aparecis por primera vez en una carta de Augustus De Morgan, profesor
de matemiticas en ¢1 University College London, a su amigo William Harmilton,
famoso matemiico ilandés, en 185). Frederik Gutbrie ere estudiante de De
Morgan y le sugirid esta idea en nombre de su hermano Francis Guthrie. La
s o b o et o 116 o B e i Bty

h - por K. Appel y W. Haken ayudéndose de un ordenzdor 1o gue ocasions un gran
d revuelo y polémica entre la comuridad matemitica.
Tearema de los 4 colores
Todo mapa geog
que nohaya:

un punto se considera que NO comparten front

Tay entre los vértices?

Tamas que w mape se pusde representar uilzands un £To. cada vl €5 URG region y s Wit
represenian la relacion compartir froniera, asi. uniremas dos vériices si las regiones que representan

Ia coforacion de
&7afos, que de momento nos va a llevar meos tiempo y ademds podemos ayudarnos de s propiedades
que conocamos de los grafos.

Dibuja scbre ¢l propio mepa inventado de Iz figura su grafo correspondiente y colorea los vértiees del
‘grafo utilizando el mener mimero de colores posible

£i mapa puede colorearse con ires colores. Si
dibujamos el grafo sobee el mapay después lo
colorearmos de modo qus das vertices adyacentes
70 tengan ei mismo color, vemos que bastan 3
colores paracolorear el mapa

‘ ElTeorema de los

Todo grafo plano se pusde colorear utilizando como méximo 4 colores de ta forma que no existen dos
vértices adyacentes que tengan el mismmo color.

i En 1975, el cientifico Martin Gardner public un articulo en el que afirmaba que el
siguente mapa de 110 regiones, ncesiabe o menos 3 colores, contaticindo ol

colorearlo con a uulmx MR it ] e M bkl
€l 1de abril, dia de los inocentes en los lum ‘anglosajon

Imagen recuperade ds k. ewirwac nificacon

Entodo caso, el a 110 regiones, por o gy

Cual s el minimmo mimero de eolores que neessita Ks para ser eoloreado ? ;¥ K.? jConmadice entonces
tu respuesta el teorema de los 4 colores?

55 8 respectivamente. No contradice <l teorema de los 4 colores ya que <its teorematsalo & vélido para
Zrafos pianos y K. Ki o son plans

La coloracion de grafos tiene muchas aplicaciones en problemas de la vids diaria donde se producen
suelve el sig

de Ausralis ravemente afctads por los incendios. Lo» animles van e enviados a zona ms segurs,
donde e I y

CARMEN JULVE-TIESTOS

Conexion del concepto con
su origen histérico

Notas histéricas (Sobre fondo
verde)

Ctamaio,fpo de alimentacie, ), bay que ubicarlos recinos diferentes segin las resriccionss las
siguierte:

“© con los quokkas, koalas i quols tire.
“Los numbats 50 se pueden transportar con los emis, wallabis i canguros.

“Los Ios koalas, quokk I

“Los emvis 1o 3¢ pueden ransportar con los quokkas, koalas ni con los quol tigres

(Cudl serd el nimero minirao de recintos nscesarios para ubicar 2 estos animales de acuerdo con las
restriceionss anteriores? Dibuja el grao que modeliza este problema pero completa estas frases:

“Los vértices som: _ oz animales

“Dos vertices estin conectados si_los anomales que represetan no pusden estar en el mismo recinto

“Los colores representan :__EI nimero minimo de colores representa el mimero de recinios
nacesarios_
Grafo e el o Y e e
2verds, 3 arillo,

S dibye vemos que 5e pu rear
con dos colores, en un recinio estaran los animaies
cuyo virtice e verde y en el oo reciento los
animaies cuyo vériie & Tejo

Reciniol.: €, E, W} Recinto2: (K, N, 0, 0}

Teoan s e Tos B de realizacion de m

L avaras extraescol Jguna, por
Io que fodas las actividades no podrin realizarse ol mismo dia. Adems, a escuela no desea estar abierta
el menor mimero de dias posible para realizar las extraescolares. Por Io tanto, se necesita programar la
‘mencr cantidad de dias de Lz semana possble para ls extrasscolares. A continuacidn se muestra a lsta de
actividades y los ahumnos del colegio que se ha spuntade a mis e una extracscolar Realiza
programacién de las optima. P leta estas frases:

“Dos actividades san incompatibles, no pueden hacerse el mismo dia si_kay un alumno que esté
apuntado a fas dos.

24 ¥ PARA

1._(Cuantos vérti fo con 12 aristas y todos sus vértices son de grado 47
‘ Tgrao tene R b que la suma de sus grades & 1°11=24, por lo tanio #77=2 ‘

[ad

2. 516 e un grafo conexo y plano, cuyos vértices fenen grado =1 § 3u mimero de anistas =5 16
(Cuantos ene?

STes piano, s¢ cumple que A=37-6 1620

grados &5 2 4.V 4si 322 4V por io que V

3. Encoentra todos los grafos regulares con 13 aristas

s

V22273, Por otra parse swna grades=24 3 1a sumade ‘

[ G Koy profo e Paerean gragl regadar con Pl virices de grado 3] S0-mP=310-6 3205 ]
4. 570G e un grafo con 9 vériees,  etos solo pueden tener grado 3 o grado 6. Dermusatra que hay o]
memos 5 vertizes con grado 6 0 2l menos § vérices con grado 5

Flacemos todas 12 combinacionss posibies B 131, JEeils VT AEeta SV oAV, 6030
T2V, BULYS IV zatodas las opeionss vadidas siempre hay al menos 5 vértices dé grado 60 6
vértices de grado 5.

Resolucion de las actividades
de clase en la version del pro-
fesor (En color negro y recua-
drado)

= Establecemos el siguiente orden de colores: 1 rojo, 2 verde,

.
B \ 3 azul, 4 amarillo, .. y creamos a tabla con los virtices
ordenzdos de grado mayor s menor.
T = Escogemos el virtice K y Lo coloreamos con el color 1(rojo)
K "
/

o Pasoal vertice B y como es adyzcente 2 K debo utilizar e]
siguiente color, el 2 verde.
\ g 3
W i
&)

utilizar e color 1 i 3, debo utlizar el color 3 azul

= Pasamos al vertice T es vecino de K, B y F nopusdo utlizar
Tos colores 1,2.3, debo utlizar e 4 el amarillo

= Pasamos al vértice I es vecino de B y . colores 2y 3, asi
que Lo coloreo con el color 1, ojo

= Pasamos al vertice A, es vecino de KBy Tcolores 1,2y 4,
o pinto del color 3 azal.

= Pasamos 2 D vecino de F y K colores 1y 3 por fo que lo
pintamos de color 2 verde.

= Pasamos a M salo es vecino de D color 2, lo coloreamos
conel color 1 rojo

[ IxMs TF [T T TAao W]

S 2 0 5 |

e e e e s |

5. Larevista “Alrededor del Mundo™ 15 dias entre 1899 1930
siempre estaban Mc.da a presentar problemas de .,:am ‘passfiempos y acertijos. E] siguiente
obl lasol

St ok 1 gty Wporss podemos sl ol
vema de Kuratowski, todos los vértices fienen
ol v o i & e

T primera ez No conexa, cualqulera de Tgono a3 va
no st conectad can los panos del ridngal por gjemplo.

El segundo s conexso, al escoger dos punios cualesquierc ciempre podemos enconrar un camino
que loc ane

Eigy

- |

Enunciado de los problemas
y actividades de clase (Sobre
fondo beige)

Actividades para seguir prac-
ticando (En color negro)

Resolucion de las actividades
para seguir practicando en la
version del profesor. (En color
negro y recuadrado).
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11.Dado fanam, ) siguiente
‘modo:

- Un vértice para cada elemento de €.

+ Dos vértices ai y & estin unidos si 2] 0 viceversa
G(C) para los siguientes conjuntos:

21}

100 Km. La Corporecién de Radio y Tel spaiols, A desea asig frec
estacion pera que ninguna interfera Con La CRTE también desea asigner &l
ible d

posi

de S00Km.

i (Cudl

©) Un ciclo de 4 vrtices.
@) Un ciclo de 5 wértices.

SOLUCION

@ El grafo compleo de 4 virdces: ', p, 7, p*siendo p wn enterocusiquiera
T ) El grafo complto de 5 vértices, p', . , ', siendo p um emtsro cuslquiera
¢j Unciclo de 4 vértices: P.P:Pr ¥ Pason primos entre i

Serén adyacentes st estan a i distarscia menor o igual de
300 Km, s (es do enel graf)

Eo g
500 millas unes de otras reciban

&) Un cielo de 3 wirtices. No es posible

‘Escribe un problem2 o situacién que se modelice con el grafoK 14 g

T eentc de un restaurarei e el que hapa dos primaros 4 segundos, hallar fodas la posibles
combinaciones de menis.

9. Dibuja un mapa con mas mis de 6 regiones que necesite solo dos colores, dibuja otro que salo
‘ecesite 3 colores ¥ 010 que necesanaments necesite 4 colores

interesante que implica un tipo de coloracié de bordes que puedes jugar:

 Coloca hexdgono

. tegular, como se mussra en I figura
« |+ Cada juzador selzcciona un eolor diferente al del oro
. o = 2vé . = su color
l sgregar un borde

primet jug 2 2
‘perde. (Solo cusntan los tridngulos con virtices entre los § vértices imeiales )

wn ganador?

‘mejor oportunidad de ganar” Explicalo

o  grupo de § estudiantes que estén en e habitecién, debe
‘haber al menos 3 comocidos mutuos o 2l menos 3 deaconocidos mutuos”

Tabla 3. Estructura de la subunidad 2.3, grafos planos, coloracion de mapas
y solucién de incompatibilidades y de la subunidad 2.4, actividades para seguir practicando
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